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Proprietà letteraria. 






Dopo la prima Conferenza generale della Commissione per 
la misura del grado Europeo, che ebbe luogo in Berlino 
nel 1864, il generale Ricci ed il colonnello De Vecchi intro- 
dussero nei lavori delP ufficio tecnico del Corpo di Stato Mag- 
giore i metodi usati in Germania da circa mezzo secolo, aventi 
per fondamento la teoria dei minimi quadrati. 

Fin da queir epoca ho pensato air utilità di un breve 
lavoro destinato ad esporre con ordine e chiarezza il metodo dei 
minimi quadrati e le sue applicazioni alla Geodesia ; ma le esi- 
genze del servizio militare avendo più volte interrotto il filo 
dei miei studii su tale argomento, fu soltanto nel 1874 che 
feci stampare il primo capitolo di una Esposieione del metodo 
dei minimi quadrati, prendendo per tal modo V impegno pub- 
blico di compiere T opera incominciata. 

Con il presente libro sodisfo non solo a quell'impegno, 
ma ripresento con qualche innovazione la parte già pubblicata 
antecedentemente. 

Quantunque questo lavoro abbia in sé qualche cosa di nuovo, 
pure ho creduto mio dovere di citare sia nell'indice, sia nel 
testo, sia in note apposite, le fonti a cui ho attinto. 
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La mia posizione di capo del ramo geodetico 'dell' Istituto 
topografico-militare mi ha imposto V obbligo di estendermi al- 
quanto nella parte pratica destinata particolarmente ai nostri 
lavori. 

A sviluppare convenientemente questa parte, che costituisce 
il Capitolo quarto, mi giovarono non poco le missioni procu- 
ratemi dal generale De Vecchi, attuale Direttore dell' Istituto ; 
le quali mi posero in condizione di confrontare i metodi se- 
guiti negli altri Stati, e prendere da ognuno ciò che mi è parso 
preferibile. 

Il prefato scienziato e Generale mi permetterà di tribu- 
targli qui la mia gratitudine, per gli aiuti, che in questa, come 
in altre occasioni, non ha mancato di porgermi. 



Firenze, Giugno 1876. 
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ESPOSIZIONE DEL METODO DEI MINIMI QUADRATI 



INTRODUZIONE. 



I maggiori progressi delle Scienze bisogna oramai attenderli 
dall'osservazione, e più specialmente da quelle osservazioni che 
hanno per iscopo la misura di quantità fisiche, quali sarebbero 
lunghezze, angoli, pesi, densità, temperature, pressioni, forze, 
tempo, velocità, resistenze. 

Per quanto commende voli sieno i tentativi del nostro intelletto 
per sollevarsi ad alte speculazioni e per andare in cerca di ipotesi, 
atte a spiegare i fenomeni naturali, tuttavia non si potrebbe 
raccomandare bastantemente prudenza e freddezza di mente in 
tal genere di studii, perchè le idee preconcette e non sufficien- 
temente avvalorate dai fatti, possono allontanarci dalla verità, 
anziché avvicinarcene. Onde è che il miglior modo di servire 
alla scienza, è quello di procurarle i migliori strumenti possibili 
ed i migliori metodi di osservazione. Tutto il lavoro che si farà 
in questo senso, sarà lavoro utile, fecondo. Ma per quanto i pro- 
gressi dell' arte meccanica apportino perfezione alla costruzione 
degli strumenti, e per quanto scrupolosi e sagaci sieno gli ope- 
ratori, non sarà mai possibile all'uomo di raggiungere nelle 
osservazioni una esattezza rigorosa. Dalla qual cosa risulta, che 
dopo aver chiesto all' industria tutto quello che essa ci può dare 
in fatto di ottimi strumenti, dopo aver domandato alla osserva- 
zione i migliori dati possibili, ci resta ancora un compito impor- 
tante, che è quello di combinare le osservazioni in modo da 
attenuare gli effetti degli errori. 

A tal fine giova distinguere due specie di errori, ad eliminare 
i quali r operatore si deve comportare in modo diverso. Le cause 
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di errore possono essere infinite, e gli errori resultano dalla loro 
azione combinata; ma tutte queste cause si possono ridurre a 
due sole categorie. Le cause che nelle osservazioni di ugual 
natura producono un errore identico o dipendente da circostanze 
essenzialmente legate al risultato dell'osservazione, si dicono 
cause costanti o regolari ; ed uguale denominazione è data agli 
errori che ne dipendono. A questa categoria di errori apparten- 
gono la maggior parte di quelli dipendenti da imperfetta costru- 
zione degli strumenti, quelli dipendenti da un valore inesatto 
del coefficiente di refrazione, ec. ec. All' osservatore spetta di 
ricercare accuratamente le cause costanti di errore per elimi- 
narle, se è possibile, od in caso diverso apprezzarne l' effetto per 
correggerlo sulle singole osservazioni. Per esempio, l'errore dipen- 
dente dalla eccentricità della linea che unisce gli zeri dei nonii 
opposti di un circolo graduato si può elidere con la lettura dei 
due nonii ; mentre l' errore dipendente dalla flessione del can- 
nocchiale, una volta determinato con apposite esperienze, si deve 
correggere sul resultato delle osservazioni. 

Invece certe cause di errore dipendono da circostanze varia- 
bili ed indipendenti dal risultato che si ottiene, e danno luogo 
ad errori che vengono chiamati irregolari od accidentali. Tali 
sono la maggior parte di quelli dipendenti dalla imperfezione 
dei nostri organi, quelli provenienti da cause esterne irregolari, 
come per esempio la trepidazione dell'aria, che rende oscillante 
l'immagine degli oggetti, ec. Gli errori di tale specie non sono 
suscettibili di una determinazione numerica, sono inevitabili, e 
bisogna necessariamente tollerarli nelle osservazioni. 

Tuttavia, col moltiplicare le osservazioni e con una conve- 
niente combinazione delle medesime, si può attenuare l' influenza 
degli errori accidentali. Lo scopo del presente lavoro è appunto 
quello di trattare di quest'ultima questione. Pertanto, da ora 
in poi, non si parlerà più di errori costanti, perchè supporremo 
che le osservazioni ne sieno già state depurate. 

Si vedrà in seguito come la risoluzione del problema che ci 
occupa, si possa far dipendere da un principio unico, qualunque 
sia la specie di osservazioni che si considera. Nell'applicazione 
però si presentano tre specie distinte di osservazioni che vanno 
studiate separatamente. Infatti i problemi che si possono risol- 
vere coir osservazione rientrano in uno dei casi seguenti: 

P L' incognita che si cerca è unica, ed è data direttamente 

dalle osservazioni ; e in tal caso queste si chiamano immediate. 

2** Le incognite che si cercano devono ottenersi mediante 
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la risoluzione di equazioni i cui termini cogniti sono dati dalle 
osservazioni ; e allora queste sono chiamate mediate. Se per 
esempio si stabilisce una equazione empirica 

per rappresentare la traiettoria di un proietto, l'esperienza ci 
può procurare diversi valori delle coordinate x ed «/; i quali 
valori sostituiti nell' equazione proposta ci daranno diverse equa- 
zioni, col mezzo delle quali determineremo i parametri a, &, e. 
Questo è un caso di osservazioni mediate. 

3** Le quantità determinate con T osservazione devono sod- 
disfare rigorosamente a certe condizioni espresse con equazioni. 
Le osservazioni si dicono condizionate ; e le equazioni a cui esse 
debbono soddisfare rigorosamente si chiamano equazioni di con- 
dizione. Per esempio, avendo misurato i tre angoli A, B, C di 
un triangolo, sappiamo che i loro valori devono soddisfare alla 
condizione 

A-\-B 'hC=180\ 

Questo è un caso di osservazioni condizionate. 

La parte teorica del nostro lavoro sarà dunque divisa in 
tre Capitoli come segue: 

Capitolo I. — Osservazioni immediate. 

> IL — Osservazioni mediate. 

> IH. — Osservazioni condizionate. 

Seguirà una parte pratica ad uso specialmente dell'Istituto 
topografico-militare, e questa sarà oggetto di un quarto Capitolo. 
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CAPITOLO PRIMO. 



OSSERVAZION[ IMMI'DIATE. 



§1- 

Tutte le precauzioni che noi prendiamo per raggiungere la 
massima precisione nelle nostre misure, non valgono ad impedii;e 
che i risultati così ottenuti presentino sempre un certo disaccordo 
tra di loro. Una medesima quantità tìsica, misurata più volte, 
presenta valori quasi sempre differenti. 

In presenza di questa diversità di resultati, il senso comune 
ci indica che il valore più plausibile della incognita cercata deve 
essere qualche cosa di intermedio tra i resultati delle osservazioni. 
Un criterio istintivo ci porta a considerare le singole osservazioni, 
quando esse sono fatte con la medesima cura, coi medesimi mezzi 
e nelle medesime circostanze, come altrettanti testimonii degni 
di uguale fiducia, quantunque le loro deposizioni non concordino 
perfettamente. Ed, in caso simile, il meglio che si possa fare è 
di attenersi ad una interpretazione media, che si discosti il meno 
che sia possibile dalle singole testimonianze. Questo confronto 
regge ancora, quando, volendo apprezzare il grado di fiducia 
che meritano le osservazioni, prendiamo come criterio la mag- 
giore minore concordanza di esse. Ed infine, quando tutte le 
osservazioni al pari di testimonianze, sono perfettamente concor- 
danti tra loro, si ritiene, come valore il più plausibile, il comune 
valore delle osservazioni. 

Ma se questi criterii, i quali sono alquanto incerti, sono suf- 
ficienti per un apprezzamento usuale, essi non sono però bastevoli 
a darci nozioni precise, quali le esige la scienza. Pertanto entriamo 
nel campo delle considerazioni matematiche. 

Anzitutto notiamo una volta per sempre che, dati i resultati 
delle osservazioni, noi non abbiamo nessun mezzo per elevarci 
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da questi al vero valore della quantità da determinarsi. Ciò che 
possiamo fare, è di combinare le osservazioni in modo tale, da 
ottenere per la incognita il valore più plausibile, cioè quello che 
presumibilmente ha in suo favore la maggiore probabilità. 

La distinzione tra il vero valore di una quantità fisica ed il 
vaiare plausibile dedotto dalle osservazioni è essenzialissima, non 
solo dal punto di vista razionale, ma anche dal punto di vista 
analitico. Il vero valore va considerato come una costante, indi- 
pendente dal valore delle osservazioni ; mentre invece il valore 
plausibile è una funzione di esse. Per esempio, la vera distanza 
di due punti fissi ha un valore costante, mentre che il valore 
plausibile, che noi otteniamo misurando quella distanza, è una 
funzione delle nostre osservazioni. Cosicché, se ci avvenisse di 
rappresentare con una lettera, V per esempio, il vero valore di 
una quantità fisica, oltre che non ci sarebbe concesso di aspirare 
ad ottenere il valore numerico di V, non potremmo neppure 
rispetto a questa quantità, che è costante, eseguire delle diffe- 
renziazioni. — Le proprietà analitiche del vahre platisibile non 
sono dunque necessariamente comuni alle proprietà del vero 
valore. Circostanza, che tutti gli autori delle dimostrazioni della 
media aritmetica, e della così detta legge degli errori accidentali 
non hanno finora considerata. 

Ciò posto, supponiamo che osservazioni ugualmente attendi- 
bili, fatte nell'intento di determinare direttamente una quan- 
tità V, abbiano dato gli n risultati : 

o/o/'o''\....o(»). 

In questo caso è ritenuto come assiomatico il principio, che il 
valore preferibile di V sia la media aritmetica : 

p = 

Questo principio è suscettibile esso di una dimostrazione rigo- 
rosa? A noi pare di no. Quantunque alcuni autori lo abbiano 
tentato, le loro dimostrazioni poggiano per lo più sopra qualche 
postidatum, la cui evidenza non è maggiore di quella del prin- 
cipio stesso che si vuol dimostrare. Per lo più essi attribuiscono a 
priori alla funzione da trovarsi proprietà che devono condurre alla 
media aritmetica. Dire per esempio, che la somma degli errori : 

o' — v, o"—v, o"^ — t',...., oOO — t; 
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deve essere nulla, perchè gli errori positivi e negativi sono ugual- 
mente possibili, pare a noi che sia né più né meno che dare 
un altro enunciato al principio della media aritmetica. Oppure 
ammettere come vero questo principio per il caso di due sole 
osservazioni, e poi allargarlo ad un numero maggiore; è un 
procedimento, a noi sembra, che poggia sopra V accettazione 
parziale del principio che si vuol dimostrare, ec. ec. 

Ma se non ammettiamo la possibilità di una dimostrazione 
rigorosa in un argomento che ha in sé qualche cosa di arbi- 
trario, non è men vero che col ragionamento si può stabilire la 
convenienza del principio di cui si tratta, e determinare, per così 
dire, il grado di precisione di cui esso è suscettibile. E questo 
sarà l'oggetto dei paragrafi seguenti. 



§11. 

Ognuno sa che cosa sia media geometrica, che cosa sia* media 
aritmetica di certe quantità o', o'', o"',...., oH Consideriamo 
queste due specie di inedie, ed esaminiamo alcuni caratteri 
comuni ed entrambe. La media aritmetica: 

-^ n 

è una funzione simmetrica delle quantità o. Inoltre, se in essa si fa : 
o'=o'':=o''^...=ro(»0=g, si ricava i> = g'. 

La media geometrica : 



è anch'essa una funzione simmetrica, e se si fa in essa: 

si ha parimenti: 

p'=q. 

Dunque queste due specie di medie hanno due caratteri comuni : 
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V Sono funzioni simmetriche rispetto alle quantità o; 

2° Quando le quantità o sono tutte uguali tra loro, la fun- 
zione diventa uguale al loro valore comune. 
. Le funzioni che soddisfano a queste due condizioni sono in 
numero infinito, e per analogia le chiameremo medie, rispetto 
alle quantità o. 

Le seguenti espressioni sono della categoria delle medie : 



^ 0^^^0r^^^0'^^^^,,,,^0{n)t 



n 



^ 71 




0-h o"-\- . . . -h o(«) m CUI X = 



n 



n 



v; 



n {n — 1) 



arcsen \ seny/o'^o''^-'^'\-sen\/o''''o'^-'^ -h ec. ) 
' ( n{n-l) ) 

Infatti esse sono simmetriche, e facendo 

esse diventano tutte uguali a questo comune valore q. 

Ora che abbiamo esteso il concetto di media, ci è facile dimo- 
strare che il valore più plausibile della incognita F, da dedursi 
dalle osservazioni o, è una media. 

Infatti, qualunque sia il modo col quale la quantità V dipende 
dalle osservazioni o, è evidente che il suo valore più plausibile 
deve essere una funzione simmetrica delle osservazioni mede- 
sime, imperocché, essendo queste ugualmente attendibili, non 
vi è ragione perchè esse entrino in un modo diverso nella com- 
posizione del valore cercato. Inoltre, quando le osservazioni sono 
uguali tra loro, non ci può più esser dubbio sulla scelta del valore 
più plausibile della incognita, il quale deve coincidere con la 
concorde testimonianza delle osservazioni : perciò la funzione cer- 
. cata deve diventare uguale al comune valore delle osservazioni. 



i 
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Si vede dunque, che qualunque sia la funzione delle quan- 
tità da ritenersi come resultato più plausibile, essa deve essere 
una media, perchè deve soddisfare alle due condizioni caratte- 
ristiche delle medie. 



§m. 

Le funzioni che abbiamo chiamato medie godono di certe 
proprietà di cui non ci dobbiamo ora occupare, ma che le ren- 
dono meritevoli di studio. Noi ci atterremo a quel tanto che è 
indispensabile per trattare il tema che ci siamo proposto. (*) 

Perchè una media possa essere assunta come valore plausibile 
di un'incognita da dedursi da osservazioni immediate, bisogna 
naturalmente che essa sia una funzione continua nei limiti di 
queste. Infatti, entro i limiti delle osservazioni, qualunque valore 
delle medesime deve essere possibile. Supponendo dunque che le 
osservazioni assumano tutti i valori possibili compresi tra i loro 
limiti massimo e minimo ; ad ogni sistema di osservazioni deve 
corrispondere un valore finito e determinato da prendersi come 
valore più plausibile della incognita. Inoltre è evidente che questo 
valore più plausibile deve variare in modo continuo insieme con 
le osservazioni da cui dipende. 

Non ci occuperemo dunque di quelle funzioni che nei limiti 
delle osservazioni non sieno continue; premessa che del resto 
può reputarsi come superflua, perchè la definizione delle medie 
implica per sé stessa la loro continuità. 
Sia pertanto: 

r—f{o',o'',o''' ,o(»»)) 

una media qualunque. 
Avremo : 

av=:%do'+^do"-^..-i-£rydoi'') 



(*) Tra le altre proprietà vi è questa, che le inedie di forma algebrica sono 
tutte funzioni omogenee del primo grado, il che implica, che moltiplicando le 
osservazioni per una quantità comune k, si viene a moltiplicare la loro media 
per la stessa quantità. Vedansi gli esempi citati. 

2 
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Quando si ha: 

si ha evidentemente: 

do'~ do'' " do'" do(")~^ 

chiamando a il comune valore di dette derivate : quindi avremo : 

dy-=^nadq. 
Ma si ha, in questo caso, per la definizione stessa delle medie : 

r^- d F = /'(g' + dg, g' +<?(?, ec.) = ff 4- dj ; 

dunque : 

dq—nadq^ 

1 

a=-. 
n 

Cosicché quando le osservazioni diventano tutte uguali ad un 
comune valore g, le derivate parziali di prim' ordine della media 

rispetto alle singole osservazioni ^ono tutte uguali ad -. 

Quando le osservazioni differiscono tra di loro, le suddette 
derivate si possono mettere sotto la forma seguente: 

dV_ l-+-a' dr_l^JH0L^ 
do'"" n 'do"~ n ••••^^•' 

le quantità a essendo convergenti verso zero, a misura che le 
osservazioni tendono a diventare uguali tra di loro. 

Ora, stante la continuità della funzione che si considera, 
quando le osservazioni saranno abbastanza concordanti tra di 
loro, le quantità a', a", a'" ec. saranno inferiori all'unità, per 

• modo che, qualunque sia il loro segno, le derivate ^, T^f^^-'J^)-» 

saranno tutte positive, epperciò la funzione proposta sarà cre- 
scente. 




*> 
V 
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Pertanto, se o' rappresenta la osservazione minore ed o^") la 
osservazione maggiore, si dovrà avere: 

o'<r<o(^) 

Cosicché, nel caso pratico ordinario, cioè quando le osserva- 
zioni sono sufficientemente concordanti, le medie sono comprese 
nei limiti delle osservazioni. Il che giustifica la loro denominazione. 



' §IV. 

Prima di procedere oltre è bene che adottiamo alcuni sim- 
boli atti ad abbreviare le formule. Porremo pertanto : 



o'-i-o"-+-o"' -h.. 


..-f-o(»») 





O'^ + O'" 4- <)'"•+.. 


..+o('»)»— 


[o'] 


x' +x"-i-x"'-+-.. 


..-f-a;H 


' x' 


x'*-hx"*-hx"'*-+-.. 


. .-l-a;(«)*— 


M 


■ • • ^ ^ • 


•i i • 





Con queste notazioni la media aritmetica p sarà espressa da : 



P= 



[0] 



n 



Chiamiamo x\ od\ x"\ . . . , x^^^ le differenze delle singole osser- 
vazioni dalla media, avremo : 



— i)=rc 



\0 



Jlt 



p 
p 
p 



0" — «=0; 



// 



0"— « = 5? 



itf 



P'{-X' 

p-hx'' 
o'''=P'hx''' 



0'=i 



Chiameremo le quantità x^ scostamenti dalla media, o sem- 
plicemente scostamenti. Ora, se sommiamo membro a membro 
le equazioni superiori, ricaviamo facilmente: 

[x]=x''hC(f'-hx''''h...'hxi'')=o, 

Sia pertanto: 

F=/'(o',o^o^...,o(tO) 



'1 
r..; 

4 






»* 
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una media qualunque ; poniamo in essa i valori delle o trovati 
precedentemente, avremo: 

Sviluppiamo questa funzione secondo le potenze delle x, me- 
diante il teorema di Taylor. Lo sviluppo così ottenuto avrà la 
forma seguente : 

V=f(p,p,p,...p)-i-■£(x''{-x'''hx''''i'....'hx(^))^^, 
in cui sappiamo essere: 

dp n* 

e A una serie di termini contenenti le potenze ed i prodotti di 
secondo grado e di grado superiore rispetto agli scostamenti. Ma 

dunque : 

F=2)H-A 

Per avere il valore di ^ con il teorema di Taylor, è neces- 
sario studiare il valore che prendono le derivate parziali di F, 
quando in esse si fa o'=o''=o"^...=2?. 

Abbiamo già visto che in tal caso: 

dVdV dV_ _\ 
do'~ do''~ do''' n 

Si comprende senza difficoltà che, la funzione proposta essendo 
simmetrica, le sue derivate parziali del medesimo ordine e di 
medesima specie devono essere uguali tra di loro, quando in esse 
si pone o'=o'^=o"^.. = o(»»)=2?. 

Limitandoci a quelle di 2"" ordine, avremo dupque : 

dW_d'V_ cZT 



come pure: 






do' do" ~ do" do'" do("-») do (») ^ '' ' 
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j^ e r essendo quantità finite a causa della continuità della fun- 
zione. Ora, se noi trascuriamo nella serie di Taylor i termini di 
grado superiore al secondo, il che si può fare quando gli sco- 
stamenti siano abbastanza piccoli, avremo, 

A==i/S(a;'^+a;''*4-...+x(")*)+r(:»V'4-a;V'^4-...-4-...) 
Ma siccome: 

così, elevando al quadrato, 

per cui: 
e quindi: 

Ecco alcuni valori della quantità k corrispondenti a varie 
specie di medie. Sia 

V=^o'o"o"'...oM . 8ÌhaA=-o^; 

y^.J?^±^2±ZI±^I±o^ 8iha*=+^; 

V . n 2np' 



m / m m m m ^^ i 

V n 2»i> 

/ ;; w («->) (") 1 

F='t/o'o +o'o -f-..-t-o'o -f-.. + o , , . giji«i.____t 



w(n-l)p 
111 l.\m 

. m m m mi . , , I-m 

r=l,' +," -f-o - +....-i-o(>» ^^^^*=2^r;^ 

n ; 

(n-1) \i. 

F=< T 1 8ihaA;=-— 7— r^— 

In (n-1) 6ninA)p 



I '^ 



- 14 - 

E ciò basta per dare un' idea del coefficiente k. 

Si potrebbero svolgere eleganti teorie sopra questo argomento, 
ma per non allontanarci dal nostro scopo, lasciamo ad altri il 
generalizzare questi risultati. 

Si scorge però abbastanza, e sarebbe facile dimostrarlo gene- 
ralmente, che la quantità A può sempre mettersi sotto la forma : 

k' essendo a sua volta una quantità finita e determinata, e non 
mai numericamente crescente con n. 

Cosicché chiamando w* la quantità ^=--^^ avremo: 

^ = k'm-. 

Dunque quanto minore è la quantità m\ tanto minore sarà 
la differenza a tra una media qualsiasi e la media aritmetica, e 
tanto maggiore sarà per conseguenza la plausibilità della media 
aritmetica stessa; poiché sapendo che il valore più plausibile 
della incognita deve essere una delle medie, la concordanza di 
tutte le medie con la media aritmetica é un indizio che pren- 
dendo questa ci discostiamo poco dal valore più plausibile. 

Il valore della quantità m è dunque un criterio pressoché 
rigoroso della bontà relativa del resultato delle osservazioni: 
esso fu chiamato da alcuni autori errore medio ; ma noi lo chia- 
meremo scostamento mediò. Lo scostamento medio è dunque 
€ la radice quadrata della media dei quadrati degli scostamenti. > 

Ora si vede che a misura che le osservazioni sono più con- 
cordanti, le varie medie tendono a diventare uguali tra di loro, 
ed esse convergono più rapidamente che le osservazioni verso 
un comune valore. 

Da ciò risulta che quando le osservazioni sono buone, pos- 
siamo prendere una media qualunque come valore della inco- 
gnita da determinare, e siccome la media aritmetica é la più 
semplice, cosi la adotteremo come più comoda ad adoperarsi. 
La divergenza dal valore più plausibile che possiamo per tal 
modo incontrare, é una quantità pressoché proporzionale al qua- 
drato dello scostamento medio, e che si annulla con questo. 

Ecco dunque a quale titolo si può adottare il principio della 
media aritmetica, principio approssimativo, il cui grado di esat- 
tezza cresce rapidissimamente con la bontà delle osservazioni. 
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L' essenziale, in questo ordine di quistioni, è di precisare i 
resultati con lo stabilire un principio unico ed universalmente 
accettato. Sarà sempre meno arbitraria e dannosa l'adozione a 
priori di un principio riconosciuto conveniente e che ci debba 
servire in tutti i casi, che non la scelta di un principio qua- 
lunque al momento di calcolare i resultati delle esperienze; 
perchè in quest'ultimo caso è difficile di non essere trascinati a 
preferire quel principio, il quale è atto a procurare i valori più 
conformi alle idee preconcette, che quasi generalmente ognuno 
possiede su qualsiasi quistione. 



§v. 



stabiliremo ora un principio della più alta importanza, e lo 
dedurremo da quello della media aritmetica. 

Abbiamo visto che per la media aritmetica gli scostamenti x 
soddisfano alla relazione: 

[^]=a;'+a/'-h^"'4-....-+-ia?(")=(?. 

Se invéce della media aritmetica p, si adottasse per la incognita 
un valore qualsiasi v, allora gli scostamenti delle osservazioni 
rispetto a questo valore v, chiamandoli y, sarebbero : 

y" = x" -^{p — v) 



Elevando al quadrato ambo ì membri di tutte queste equazioni 
e sommandole, avremo: 

Ma 

[x'\=o, 

dunque [^-]=[a:']-f-n(j9— t?)'. 

L' ultimo termine essendo sempre positivo, avremo sempre : 

dunque : 

[a?*] è un minimo. 
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La media aritmetica soddisfa dunque alla condizione, che la 
somma dei quadrati degli scostamenti .è un minimo. 
Reciprocamente, se si pone la condizione : 

;r" --h a;'" H- a;'"* 4- . . . . 4- 0? (*•)* = minimum, 
cioè : 
(o» -. py 4. (o»» ^pY ^_ (o»ii ^pY^^^^^.^ (^(m) _ pY — minimum. 

si ha con le regole del calcolo differenziale : 



p= 



n 



Cosicché per il caso di osservazioni immediate il principio della 
media aritmetica si identifica con queUo dei minimi quadrati. 



§ VI. 



Consideriamo una funzione lineare di più quantità determi- 
nate da osservazioni, e per fissare le idee prendiamo in primo 
luogo il caso in cui si abhia: 

u=ap-hhq, 

p e q essendo quantità che risultano, la prima da n, la seconda 
da n' osservazioni. È evidente che il valore più plausibile di u è 
quello che si ottiene sostituendo a, p e q il loro valore più plau- 
sibile, che ammettiamo essere la media delle osservazioni da cui 
dipendono. Cosicché ponendo: 

_ p^ 4- p" -^p'" -+-.... -hp ("> 

Po— I ^ 

_ g'-hg"-l-g"^-f-....-f-g(") 

^'~ n 

il valore più plausibile di u sarà: 

Consideriamo ora tutti i valori che può prendere u quando, 
nella sua espressione ap 4- 6g, si pongono tutti i valori osservati 
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per p e per q. Disponiamo questi valori in un quadro A, nel 
quale le linee verticali contengano i valori della funzione quando 
cambia q senza cambiare p, e viceversa le linee orizzontali con- 
tengano i valori.della funzione quando varia jp senza cambiare q: 



ap* -+- hq' 
ap' 4- bq" 
ap'-hhq''* 



op'-f-ftgM 



»«» 



ap'^-hbq" 



a2)"+&g("') 



api^)-hhq^ 
api*')-hbq'^ 



tìljp(«)-|-Jg(n') 



Questi sono tutti i valori di n e sono in numero di nn\ Se 
noi ne facciamo la somma, avremo per resultato : 

n'a[p]'h nh [q]. 

Dividendo questa somma per nn' avremo la media di tutti i 
valori di i«, e chiamandola u^ sarà : 



n 



w 



Dunque il valore più plausibile u^ coincide con la media di tutti 
i valori che prende la funzione u quando in essa si sostituiscono 
tutti i valori delle osservazioni. 

Consideriamo ancora il caso di tre variabili e poniamo : 

u=(ip'\'bq-\'Cr, 

e sieno p^^ g^o» ^0 i valori più plausibili di p, q, r dedotti dalle 
osservazioni, cioè sia: 



Po = -^^Qo 



w"-^^~n"' 



il valore più plausibile di u sarà: 

Uo=apQ'i-bqo-hcr^. 

Ciò posto, per compilare in questo caso un quadro analogo a 
quello A contenente tutti i valori possibili di u, bisognerà aggiun- 
gere ai singoli valori del quadro A, i singoli w" valori del terzo 
termine cr col porre successivamente : 1 
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Perciò disponiamo gli ww' binomii del quadro A in colonna ver- 
ticale, e ripetiamo questa, fino ad averne w'' colonne. Aggiungiamo 
quindi a ciascun binomio della prima colonna il termine cr\ a 
ciascuno della seconda cr'\ e a ciascuno della n^' esima cr(»"), e 
avremo gli ww'n'^ trinomii cercati. La somma di tutti questi 
valori di u sarà evidentemente : 

n'»"a[^]4-ww"6[g']4-ww'c[r], 

■ 

da cui si ricava la media : 

che è quanto volevasi dimostrare. 

I ragionamenti che abbiamo fatto si possono estendere al caso 
in cui u sia funzione lineare di un numero qualsiasi di quantità 
osservate, per cui diremo che il valore più plausibile di u coin- 
cide con la media di tutti i valori che essa prende con la sosti- 
tuzione di tutte le singole osservazioni. 

Ciò posto chiamiamo $ gli scostamenti di te in numero di 
nn'n", avremo 

e ripetendo i ragionamenti fatti al paragrafo Y, avremo pure: 
5'*-4- r'H- 5"'* + .... -i-3(»»»' ••")»= Wimmwm. 

Cosicché il principio della media aritmetica e quello dei 
minimi quadrati sono ancora applicabili ad ogni funzione lineare 
delle osservazioni. 

La definizione dello scostamento medio si può dunque logica- 
mente estendere alle funzioni lineari delle osservazioni, perchè 
gli scostamenti di queste funzioni godono delle medesime pro- 
prietà degli scostamenti delle osservazioni. 

È fàcile comprendere che quanto è detto nel presente para- 
grafo conviene ancora al caso in cui la funzione lineare che si 
considera contenga un termine costante. 
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§vn. 

Consideriamo ancora una funzione lineare u di più quantità 
osservate, e per semplicità supponiamola funzione di due sole 
quantità p e q, 

u=ap-hbq-hc 

Chiamando $ lo scostamento di u che corrisponde agli sco- 
stamenti X ed y di p e q, avremo : 

s=ax-hty; 

e se le 0? sono n e ley sono n\ formando un quadro analogo a 
quello A del paragrafo precedente, potremo ricavare gli nw' valori 
degli scostamenti 8. Elevando al quadrato tutti questi valori, e 
sommandoli, avremo: 

5'« + r«H-r'*H-..H-5(«»')«=^»a»[:i;»]+w6'[y*]-f-^a6M[y]. 
Ma 

dunque : 

p] = w'a*[^*]H-w6*|j/']. 

Ora gli scostamenti 8 essendo in numero dì nn\ avremo : 

nir n W 

Vale a dire che chiamando m lo scostamento medio di p^ nC 
quello di $, jx quello di u, avremo : 

Sia ora u una funzione lineare di tre quantità osservate 
Pi ff> ^> cioè sia: 

u^^ap-hiq-hcr-hd; 

uno scostamento 8 dì u sarà, chiamando x, y, 0, quelli di p, q, r, 

^^ax-^hy-^cz: 
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il suo quadrato sarà : 

§^=za*x^'hh*y*-hc^z*-^2ahoiy-\-2bcyz-h2cazx: 

e la somma dei quadrati di tutti gli n vC n'^ scostamenti di u 
sarà: 

ig^=ia}ic(?'hV^y^+^^z^+2àb'2.xy'h2lciyz-\'2ca'izx. 
Ma è facile vedere, riferendoci al paragrafo precedente, che: 






ed inoltre: 



ix^- 

2;8r* = WW' 



ixy= 
iyz= 
izx= 



x^ 

iy'ì 

z" 



X 


0] 


Vy\ 


/ 


z 


X 





0, 



perchè : 
dunque : 



M=|j/]=W=o: 



25'==n'n"a»[:r«] + w'>6»[y*] + nw'c'M. 



2 5* 

Ora la media di tutti i valori di 5' sarà — r-j^^ perciò, chia- 
mando fi* questa media, avremo : 

I 

[x«] [y'] M 



ma: 



n ' n' ' n" 



sono i quadrati degli scostamenti medii di p, q, r ; dunque, 
chiamando rispettivamente m, m\ tvl* questi scostamenti medii, 
avremo : 



(a) 



tt'=a'm' 



6'm''-i-c*m"' 



Relazione semplicissima tra lo scostamento medio della fun- 
zione w e quelli delle osservazioni |), ^, r. 

Si comprende facilmente che questa relazione sussiste per 
qualsiasi numero di variabili. 




- 21 - 
Se la fruizione « non è lineare e che sia 

f esprimendo una funzione qualunque, avremo, conservando le 
notazioni precedenti e trascurando le potenze degli scostamenti 
X, y Q z superiori alla prima, 

. df df df 
'=l^^'^dqy-^irr' 



e facendo 






si avrà: 



8=ax-hhy'\'C0.... 



Bientriamo dunque nel caso precedente, ed avremo, ragionando 
nello stesso modo: 

In cui a, &, e, ec, esprimono le derivate parziali di prim' ordine 
di u rispetto a p, q, r, ec. (*) 

La sola differenza che esista tra il caso di una funzione lineare 
e quello ^ una funzione qualsiasi si è che nel primo caso la rela- 
zione (a) è esatta e nel secondo è soltanto approssimativa. 

Supponiamo ora di avere: 

p=o' 
q=o'' 



ed 

0'-+-0''-f-0"'-H...-h0(«) 111 1 

n n^ n^ n n 



(*) Del resto, se si eleva al quadrato il valore di ^, si ha ^*=a'a7*-i-&'y' 
-»-c*2'-»-2(a&aji/-«-aca?3-h6ci/z); ora se si pone per ^* il suo valore medio fi*, 
per ic* il suo valore medio w*, per i/' il suo valore medio wi'*, per 2* il suo 
valore medio m'^*; e se si considera che il valore medio di xy,xz,yz è nullo, 
si ha fi*=a*m*H-6*m'*-»-c*m'^*. 
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In questo caso la funzione u è lineare e si ha: 






e quindi sarà: 



Ma se le osservazioni o sono ugualmente attendibili, e si riferi- 
scono alla medesima media u, avremo : 



e quindi: 



eppercid : 



m'=w'^=m'"=...=m(»«), 



^ n ' 



m 



S/ n 



Il che prova come lo scostamento medio della media di n osser- 
vazioni sta allo scostamento medio delle singole osservazioni 
come 1 1 \fn. Per la media di vi osservazioni avremo : 

m 

eppercid avremo: 

v-\v-'\\\fn!\y/n. 

Vale a dire < gU scostamenti medii stanno fra loro in ragione 
inversa della radice quadrata del numero delle osservazioni. > 



§vm. 



Il principio della media aritmetica venne adottato come il 
più conveniente nel caso in cui le osservazioni sono ugualmente 
attendibili od ugualmente precise, cioè fatte colla medesima cura 
e nelle medesime condizioni. 



) . 
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Ora è facile far vedere come il principio della media aritme- 
tica sia ancora applicabile al caso in cui le osservazioni abbiano 
un diverso grado di attendibilità. 

Supponiamo che una quantità o sia la media di n osserva- 
zioni a ugualmente precise ; che o' lo sia di w' osservazioni /S di 
precisione uguale a quella delle precedenti. 11 valore più plau- 
sibile da dedursi dalle osservazioni suindicate è la media arit- 
metica : 



p— 



n-^n 



Ma 



dunque : 



[a] = WO [^]=rw'0', 



P= ; — r— 



Parimente volendo tener conto di un altro valore o'' dato da 
n'^ osservazioni, sì avrà : 

P= : j—, 7? i GC. 

Se rammentiamo le formule di meccanica con le quali si deter- 
minano le coordinate del centro di gravità di un sistema di punti 
materiali, i cui pesi rispettivi siano q, q\ q" ..., abbiamo: 



ir'/>»'_J_ ^f Q[ff 



y. qx-hq'X'^-q'' 



... 



•' >.«' i_ ^r/ „t'f 



g + g'H-g''H-- 



»' /»* _L_ rttf t»r/ 



ry__ qJS'hqis'-^-q'' e'' -+-... 
g+g'+g"-^- • 

Si vede che il peso dei punti materiali entra nella determina- 
zione del centro di gravità nella stessa maniera, in cui le quan- 
tità w, w', n^' entrano nella determinazione della media. Per 
analogia, queste quantità si possono chiamare peso delle osser- 
vazioni a cui si riferiscono. Dunque : < li peso di una quantità 
è il numero di osservazioni ugualmente precise necessario affifichè 
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il loro medio aritmetico abbia precisione uguale a quella della 
quantità proposta. > 

Il concetto di peso, come si vede, è affatto relativo, è inerente 
al principio della media aritmetica, e suppone sempre che si 
prenda come unità il peso di una osservazione. Per la stessa 
definizione del peso si deduce subito che il peso della media: 



è: 

Nel paragrafo antecedente abbiamo dimostrato che gli sco- 
stamenti meda sono in ragione inversa della radice quadrata del 
numero delle osservazioni: ora dalla definizione stessa del peso 
emerge subito che lo scostamento medio . è in ragione inversa 
della radice quadrata del peso. E reciprocamente il peso è in 
ragione inversa del quadrato dello scostamento medio. 

Alcuni autori fondandosi su questa proprietà definiscono il 
peso < una quantità reciproca al quadrato dello scostamento 
medio. > 

Da questo teorema risulta che, chiamando [i lo scostamento 
medio della unità di peso, m\ m'\ m'" ec. gli scostamenti medii ine- 
renti alle osservazioni i cui pesi sieno rispettivamente jp',2?'',i)"^ ec, 
avremo : 



§ IX. 

Ma la parte più interessante dell'argomento che stiamo trat- 
tando è quella che si collega con i principii del calcolo delle 
probabilità. Il lettore ci permetta dunque di ricordare i primi 
elementi di questo ramo così importante e così negletto delle 
matematiche. 

Quando la natura di un avvenimento è determinata, si possono, 
rispetto ad esso, considerare due specie di casi od eventi, cioè 
quelli in cui 1* avvenimento deve accadere e quelli in cui V avve- 
nimento non deve accadere. I primi ca^i sono detti favorevoli, 
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i secondi contrarli all' avvenimento che si considera. La totalità 
dei casi favorevoli e contrarii comprende tutti i casi possibili. 
Si capisce facilmente come un avvenimento debba avere una 
possibilità maggiore o minore secondo che egli ha in suo favore 
una parte maggiore o minore dei casi possibili. Da ciò nasce il 
concetto di probabilità e V idea di applicarvi le considerazioni 
matematiche. 

a) < Dicesi probabilità matematica di un avvenimento il 
rapporto che si ottiene dividendo il numero dei casi favorevoli 
per il numero totale dei casi. > 

Quando l'avvenimento che si considera è certo, tutti i casi 
possibili sono a lui favorevoli ed il rapporto suaccennato è uguale 
air unità, i' unità è dunque il simbolo della certezza. 

Nella definizione della probabilità si è supposto che tutti i 
casi avessero un medesimo grado di possibilità. Quando ciò non 
fosse, bisognerebbe attribuire a ciascun caso un peso proporzio- 
nato alla sua possibilità. Del resto questa è forse la parte più 
delicata e difficile nell' apprezzamento delle probabilità. 

Sia A un avvenimento, B il suo contrario ; siccome o l' uno 
o l'altro di questi avvenimenti deve accadere, così la somma 
delle loro probabilità rispettive deve essere uguale all'unità. 
Se m rappresenta il numero dei casi favorevoli ad A, n quello dei 
casi favorevoli a 5 ; il numero dei casi possibili è wH- w : dunque 

m- 
la probabilità dì A è — — -, 

la probabilità di 5 è _ . ^ , 

, , m n m-hn , 

e la loro somma — ttH ; — ==ir'i — =1- 

m-hn m-hn m-^-n 

Da ciò si deduce subito che essendo^ la probabilità di un avve- 
nimento, la probabilità contraria sarà uguale ad 1—p. 

b) Se parecchi avvenimenti A, B, C, hanno rispettivamente 
le probabilità^,!)',^", la probabilità che accada indifferentemente 
uno qualunque di detti avvenimenti sarà uguale a p 4- jp' -f-j)". 
Infatti sia 

m il numero dei casi favorevoli ad A, 
w! > y > a B, 

m" > > > a C, . 

w"' > > contrarii ad A, B, C; 
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".. A 



m H- w'H-m"-l- w"'=[m] sarà il numero dei casi possibili; 
m H- m' -h m", sarà 11 numero del casi favorevoli all' avvenimento 
di A, di B di C ; dunque la probabilità che uno qualunque 
di questi avvenimenti si presenti sarà: 



w-hm' + w" m m' m" 



Evidentemente si avrà, chiamando p'" la probabilità dell' avve- 
nimento diverso da J. da B e da (7, 

p -hp' -hi)" -hp'" = 1 . 

< La somma delle probabilità di tutti gli avvenimenti pos- 
sibili è uguale all'unità. > 

e) Quando un avvenimento X risulta dalla coesistenza di 
vari! avvenimenti indipendenti A, B, C, ec, le cui probabilità 
rispettive sieno j??, jp', y,... la probabilità dell'avvenimento com- 
posto X sarà il prodotto delle probabilità semplici, cioè j)_p'y... 
Infatti sieno 

ni 1 casi favorevoli ad A 



SI avrà 



n 
m' 

n' 
m" 

n" 


P 

P' 
P' 


contraril ad A 
favorevoli a B 
contrarli a B 
favorevoli a C 
contrarli a C. 

m 




m -h n 
m' 




m'-hn' 
m" 




m"-~hn"' 



Ciò posto, 1 casi favorevoli alla coesistenza degli avveni- 
menti A, By sono evidentemente mm'm", ed 1 casi possibili 
sono (m-f-n)(m'-f-w')(w"-f-w"), dunque la probabilità dell'avve- 
nimento X 

mm'ml' , „ 

^"^ {m-\-n){m'-\-n'){m"+n") -^^ ^ ' 
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§X. 



Le nozioni contenute nel precedente paragrafo bastano a 
risolvere i problemi di probabilità, quando il numero dei casi 
è finito ed è noto a priori; cioè quando conoscendo gli eventi 
che possono produrre un avvenimento vogliamo dedurre la pro- 
babilità di questo avvenimento. Ma nell'applicazione delle pro- 
babilità, allo studio dei fenomeni naturali, nella generalità dei 
casi, le cause ci sono ignote, e cerchiamo anzi di conoscerle 
mediante T esperienza. In questo genere di studii si cerca di 
dedurre dalla frequenza più o meno grande di un avvenimento 
la sua maggiore o minore probabilità. Le probabiUtà così deter- 
minate si chiamano probabilità a posteriori. 

Quando un avvenimento si produce, si fanno delle ipotesi per 
spiegarlo, e queste ipotesi meritano maggiore o minore fiducia 
secondochè hanno in loro favore una maggiore o minore proba- 
bilità. Il teorema che segue è il fondamento di questa parte del 
calcolo delle probabilità. 

Sieno i ed i' due ipotesi che a priori abbiano uguale proba- 
bilità, e sieno h ed h' le probabilità che dette ipotesi danno ad 
un avvenimento A. Dopo che V avvenimento A si sarà presen- 
tato, io dico che la probabilità dell'ipotesi i starà a quella 
dell' ipotesi ì! come h sta ad h'. 

Per tener conto di tutti i casi possibili riassumiamoli nello 
specchio seguente. 



NnUEBO DEI CASI. 


IPOTESI. 


AVVENIMENTI 
CORRISPONDENTI. 


m 
n 
m' 

n' 

m" 

«" 


• 
• 

t 

i 

i' 

diversa da i e da i' 
diversa da i e da i' 


« 

A 
diverso da A 

A 
diverso da A 

A 
diverso da A 



È evidente che a priori Y ipotesi i avrà la probabilità 



m-\-n 



w -I- n -f- w'-hw'-hm"-f- w' 



//? 






W- 






L.V 






/.. 



> 



T 




^^ 
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W' e dopo che V avvenimento A si sarà verificato, si dovranno esclu- 

f\'_^ dere i casi w, n', n": epperciò la probabilità dell'ipotesi i sarà 

diventata : 






pi • Parimente la probabilità dell'ipotesi i' a pidori era: 



|:s^ m'-hn' 



w»+w+w'-hw'-f-w"-f-w"' 
e dopo che l' avvenimento ^ si è verificato si avrà : 



^^' 



e quindi: 



p\p'\\m\m'. 



Ma la probabilità dell' avvenimento A : 



nell'ipotesi i, è A = — ; — , 



nell'ipotesi i', eh' =—7 



m' 



m-f-n 



/1 



e se, come abbìam supposto, le due ipotesi erano a priori ugual- 
mente possibili, sarà: 

m-r-n m'~hn' 



cioè: 



m4-n=m'-f-w'; 



e quindi: 



h:h'::m:m': 
proporzione che combinata coli' altra precedente ci dà: 

i):p'::h:h'. 

Che è quanto volevasi dimostrare. 
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§XI. 

Abbiamo già fatto inteDdere nel § I l'impossibilità di elevarci 
al vero valore dell' incognita e la differenza analitica che deve 
esistere tra questo vero valore, ed il valore plausibile. Così, come 
non possiamo avere il vero valore della incognita, non possiamo 
neppure avere il valore degli errori di osservazione: ci è solo 
concesso di determinare gli scostamenti, o le differenze tra le 
singole osservazioni ed il valore plausibile. 

Ma si possono fare alcune considerazioni le quali in certo 
qual modo possono stabilire una parentela tra gli errori e gli 
scostamenti. È fuori di contestazione che le os&ervazioni essendo 
tutte fatte con la massima cura e nell'intento di determinare 
il vero valore dell'incognita, il resultato che da esse si ottiene 
deve avere una tendenza ad avvicinarsi al vero, così come una 
curva che tende ad avvicinarsi ad una sua assintota. Onde è che, 
senza darcene una ragione matematica, abbiamo il convincimento 
che il resultato di un numero infinito di osservazioni, scevre da 
errori costanti, possa ritenersi come uguale al vero valore della 
incognita. 

Sentiamo anche istintivamente che le osservazioni devono in 
certo qual modo risentirsi dello scopo per cui esse sono fatte, 
che esse devono manifestare col loro valore numerico l' aspira- 
zione dell' osservatore a raggiungere la verità, e così avere esse 
una tendenza ad agglomerarsi attorno al vero valore. E si può 
quindi ritenere che le osservazioni più vicine al vero valore sono 
le più frequenti ; epperciò gli errori più piccoli i più numerosi. 

Si è anche convinti che, se le osservazioni sono eseguite con 
una assoluta indipendenza di spirito e scevre da errori siste- 
matici, esse debbono essere con uguale facilità affette da errori 
in più e da errori in meno. 

Infine, e questo ce lo mostra l'esperienza, oltre certi limiti 
di disaccordo, le osservazioni non sono più possibili; e quindi 
si può dire che gli errori il cui valore numerico supera un certo 
limite non sono più possibili. 



■' r.ì 
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^ §xn. 

Supponiamo per un momento che sia attuabile la ricerca di 
una funzione 

la quale esprima la possibilità relativa di un errore x. Qualunque 
possa essere la forma di detta funzione, le considerazioni svolte 
nel paragrafo precedente ci fanno subito conoscere alcune con- 
dizioni a cui detta funzione deve soddisfare. 

Anzitutto deve essere decrescente col crescere del valore 
numerico di x, perchè gli errori piccoli si presentano con una 
maggior frequenza che gli errori grandi : deve quindi avere un 
massimo per x=o. 

In secondo luogo, gli errori positivi e negativi essendo ugual- 
mente possibili, si deve avere 

(f>{x) = <ì>(-x). 

Infine la funzione 9 (x) dovrebbe essere discontinua perchè 
dovrebbe essere nulla per i valori di x non compresi nei limiti 
degli errori possibili. 

Che se trovassimo una funzione contimca che approssimati- 
vamente potesse sostituirsi alla funzione 9>, bisognerebbe che 
quella funzione fosse tale che per valori numerici di x un poco 
grandi il valore corrispondente di essa diventasse tanto piccolo 
da essere trascurabile. 

Se la possibilità di un errore x è p (a:), la probabilità che 
r errore sia compreso tra x eàx-hdx sarà proporzionale a p (x) 
ed all'intervallo dx. Poniamola dunque uguale a 

kp(x).dx; 

allora la probabilità che Terrore si trovi compreso tra x=a 
ed x = b sarà la somma di tutte le probabilità elementari 
ìcp(x).dx, tra i limiti x=a ed x=b. (Vedi § IX (6)); cioè: 



/ 



kp{x).dx 
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Ora, se a e & sono i limiti estremi degli errori, avremo 
evidentemente : 



/ 



b 

Jc<p{x).dx= certezza = 1 ; 



ed a maggior ragione 



£ 



4- 00 

kp(x) . da;=certezza= 1. 



È chiaro ohe si può supporre A=.l, purché si assoggetti la fun- 
zione p(x) alla condizione: 



G 



<l){x).dx=l. 



Ora se vogliamo elevarci alla ricerca della forma della fun- 
zione 9 ci troviamo in faccia ad un problema insolubile ; ma 
nella stessa guisa che abbiamo nei primi paragrafi di questo 
libro sostituito al vero valore il valore plausibile, cioè una media 
qualunque, e quindi siamo discesi al caso particolare della media 
aritmetica, così amiamo anche ora essere guidati dai mede- 
simi criterii. 



§ XIII. 



Ciò posto, se la funzione p{x) fosse nota, si potrebbe porre 
log.nep.(i)(x)^=^{x), e la funzione ^(rc) sarebbe implicitamente 
determinata. Ugualmente se questa funzione ausiliaria if(x) è 
nota, si ha 

9 (a;) = <?'!'(*), 

e quindi anche (p(x) è determinata. Cosicché noi possiamo ora 
sostituire alla ricerca della funzione 9 quella della funzione ^. 
Evidentemente, siccome si ha 

p(x) = (t>(-'X); 
così si deve avere anche 
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E facile comprendere adunque, che se la funzione -^ è alge- 
brica, oppure è sviluppata in serie sotto forma algebrica, essa 
non deve contenere che potenze pari di x. 

Sia ora dato un sistema di osservazioni a cui corrispondono 
gli errori 3cf,x\o(i",,,.x^^). 

La probabilità di un errore x essendo proporzionale a 9 (x), 
quella 

dell'errore x' sarà proporzionale a 9 (a?') 

> x" > <?>(^) 

> x" > 9(V) 



Ed in virtù del teorema dimostrato al § IX (e), la proba- 
bilità della coesistenza degli errori suddetti, e quindi del corri- 
spondente sistema di osservazioni, sarà proporzionale al prodotto : 

p{x')(p(xf')(p(x^'')....<l>{x(''))r=e^(^')+^^^'')-^^i^''')-^^ 

U ipotesi più probabile che si possa fare sul legame che deve 
esistere tra le qualità x',x",o[/-\..xi**) è quella che dà all'esi- 
stenza del sistema d'osservazioni proposto la massima probabi- 
lità (Vedi § X); quindi si dovrà avere 

9 (a?') <p(x") ....(p (a;(«)) = maximum. 
Il che implica che si abbia 

Ora, se le quantità x^,xf',x/'\...x(**) si considerano come errori 
e si riferiscono al vero valore della incognita F, la differenzia- 
zione, che abbiamo soltanto indicata, non si sa rispetto a quale 
variabile debba essere fatta, poiché le osservazioni sono quantità 
costanti ed indipendenti tra loro ed il vero valore V è una 
costante indipendente da esse; di modo che l'equazione (a) si 
ridurrebbe all'identità 0=0, ed il problema sarebbe indeter- 
minato. Ma se le quantità x le consideriamo come scostamenti 
e le riferiamo, non al vero valore F, ma al valore plausibile p, 
allora esse varieranno col valore che adotteremo per p. 

V equazione 

d [-^ (x') -f- ^ (x") + . . 4--^ (^("0] = 




- 33 - 
darà dunque: 

f(-')|+f(-of-Hf(^")f-«-..-^f(a:<-))^=o; 

in cui i*' indica la derivata di |. 
Ma siccome si ha: 

a/=o'— i),a?"=o"— i),ec a;(«)=o(«)— j); 

così si avrà : 

— = —=—= — ^^— _i 
dp dp dp *"* dp ' 

e l'equazione precedente si ridurrà à questa: 

(6) i^' (af) -h ^' (a/O + 'V (x'") + . , + f (xi*^)) = o. 

È facile vedere che quest'eguaglianza è simmetrica rispetto 
alle X e quindi anche rispetto alle osservazioni o. Si ha, met- 
tendo per le a; i loro valori neir equazione (ò), 

Ora, se questa equazione si suppone risolta rispetto a p^ sì 
avrà evidentemente per valore di p una funzione simmetrica 
delle osservazioni ; e se dimostreremo ancora che, quando si ha 

si ha pure i)=3, avremo dimostrato che p è una media. 

Supponiamo la funzione ^ (x) sviluppata in serie col teorema 
di Maclaurin ; avremo : 

^(x)=^(o)-i-xi^'{o)+^^r(o)-^T^r 

e siccome ^ {x) deve conservare il medesimo valore cambiando x 
in — X, così i termini di grado dispari devono sparire, e si deve 
avere in generale 

Ciò posto, se si ha 



^ 
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si deve avere 

e l'equazione (b) diventa 

e siccome per ^=o ^ì deve avere 'y(o)=o, così l'equazione 
suddetta è soddisfatta dal valore 





^~o, 


e quindi da 


q-p—o, 


cioè: 


P — Q' 



Dunque la quantità 2^, che è il valore più plausibile, deve essere 
una media, resultato conforme alle premesse del nostro libro. 

La forma poi di tale media dipende dalla forma adottata 
per la funzione ^. 



§XIV. 



Nella impossibilità in cui siamo di conoscere la forma delle 
funzioni 9 e ^, dobbiamo in certo qual modo ragionare come 
abbiamo fatto nello scegliere la media aritmetica tra il numero 
infinito di medie possibili. 

Se supponiamo sviluppata in serie la funzione ^ (a;), abbiamo : 

^(^) = a-h^:zj'^-l-ra;*+..4-).a;^"H-ec...., 

ed i coefficienti a, /3, y, r!, ...ec. possono assumere tutti i valori 
possibili ; e fino a tanto che la forma della funzione ^ è consi- 
derata come indeterminata, possiamo fare su di essa, e quindi 
sui valori dei coefficienti a, j3, 7, 5,... ec. tutte le ipotesi possibili. 
L'ipotesi la più semplice sarebbe quella in cui tutti i coef- 
ficienti, meno le quantità a, fossero nulli e che si avesse 

'{,(x)-=ct. 

In tal caso si avrebbe 

(p(x) = e^ = costante. 
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Questa ipotesi assegnerebbe una uguale probabilità agli errori 
piccoli ed ai grandi, il che sarebbe in contradizione con le pre- 
messe del § XI. Epperciò la rigetteremo. Supponiamo dunque che 
si annullino tutti i coefficienti meno a e jS; avremo: 

essendo e una costante. 

Naturalmente jS deve essere negativo, affinchè la funzione p (x) 
sia decrescente come si è detto al § XII, dunque poniamo lè=—h^; 
avremo : 

Questa ipotesi non contraddice a nessuna delle condizioni 
accennate nei §§ XI e XII; se non a quella della discontimiità ; 
ma qualunque funzione analitica presenterebbe lo stesso incon- 
veniente. La funzione p dovrebbe annullarsi per i valori di x 
superiori ai limiti degli errori ; questa condizione non è soddi- 
sfatta, e nessun' altra funzione conósciuta potrebbe sodisfarla ; 
ma è facile vedere come l'espressione ce-*'** sia tale che per 
valori di X un poco grandi essa diventa tanto piccola da potersi 
considerare come nulla. 

L' accettazione di questa funzione 

« 

<p{x)=ce-^^^^ 

implica l'adozione di una tra le tante medie esistenti; per vedere 
qual media essa sia, prendiamo l'equazione (b) del § XIII e 
sostituiamoci per '^' (x) il valore corrispondente a ^ (a;) = a 4- /Sa?*. 
Avremo ^'(a?)=2/3a;, e quindi l'equazione (6) si riduce alla 
seguente : 

Dunque : < la media i mi scostamenti hanno per legge di pos- 
sibilità T espressione 

(f}(x)=ce-^^^^ 

è la media aritmetica. > 

Si vede come, guidati dai medesimi criterii, quantunque in 
un ordine di idee diverso, siamo giunti ai resultati ottenuti al 
principio di questo lavoro. 
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Abbiamo visto che la probabilità dell' esistenza del sistema 
di scostamenti x',cii\d"^...x^^^, è proporzionale al prodotto 

e quindi, nell'ipotesi 9>(ir) = ce-**«*, tale probabilità è propor- 
ziondle a 

ed essa è massima se si ha 

a;'* 4- a/" +a/"* -f- . . -^-xW^— minimum. 

Ed ecco come non solo V espressione ce-*'*' implica V ado- 
zione détta media aritmetica^ ma anche quella del principio dei 
minimi quadrati. 

Se avessimo per esempio scelto per ^(x) il valore 

si avrebbe avuto 

p(x)=ce^'*'^, 

e X dovendo essere negativo si può fare 

quindi 

In quest' ipotesi , la possibilità del sistema di scostamenti 
QÌj7Ì\QÌ'\..x^^^\ sarebbe 

e si avrebbe 

[ijj 2 IH j -— fuifiimum. 

Filosoficamente parlando, l'adozione di qualunque valore di m 
è ugualmente buona; ma l'ipotesi la più semplice nelle appli- 
cazioni è quella per cui si ha fn = l, ed 

[x^'\= minimum. 
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Tale principio deve logicamente essere accettato dal momento 
che lo è quello della media aritmetica. L' espressione : 

non è che una forma diversa per rappresentare i due principii 
della media aritmetica e dei minimi quadrati. 



§xv. 

Riprendiamo l'espressione 

senza ancora fare alcuna ipotesi sulla sua forma, ritenendo sol- 
tanto come necessarie le proprietà che devono appartenere a 
detta funzione, secondo ciò che abbiamo detto al § XII. 

Se noi facciamo un numero q di osservazioni e che questo 
numero sia grandissimo, il numero delle volte che un dato sco- 
stamento X si sarà presentato sarà q.p{x); per modo che, 
se x',x",x"',.,.xi^^ sono tutti gli scostamenti che si son presen- 
tati, diremo: 

Lo scostamento x' si è presentato qp(x^) volte 
> d" > qvi^l > 



> a;(«) > 'q(f>{xi**)) > 

Il numero totale delle osservazioni è naturalmente la somma 
q(p(x')'i'q(f>{xf')~hqp(x^")'h...-+'qp(xi''y)=q. 

Ciò posto, sia B(x) una data funzione dello scostamento x; 
ponendo per x tutti i valori degli scostamenti, avremo per la 
funzione B: 

q<p{x!) volte il valore B{x') 
qp(a/") > B(x"') 
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Che se si vuole la media aritmetica dei valori della fun- 
zione 0, tale media sarà, chiamandola M, 

Sopprimendo il comune fattore Oj avremo: 

Se si passa ad un numero infinito di osservazioni e si ammette 
la continuità, si ha: 



/co 



9 {x) . dx 



/J 



9 {x) . dx 



ma il denouiinatore sappiamo che è uguale all'unità, dunque 






31= j (p{x)J {x) . dx. 

Questa ò l'espressione della media di tutti i valori possibili 
di ^{x\ quando la legge di possibilità è 

Poniamo ^{x)=rx: avremo 

p(x).x.dx= / (p{x).xdx-{- I p(x).xdx; 

e siccome si ha 9(ic) = (?)( — x), così si ha 

M=o. 

Dunque: qualunque sia l'ipotesi che si faccia sulla forma della 
funzione (p, quando il numero degli scostamenti è infinito, la loro 
media aritmetica, e quindi la loro somma è nulla. 

Da ciò si conchiude che quando il numero delle osservazioni è 
infinito tutte quelle medie le quali possono essere assunte come va- 
lore plausibile dell' incognita coincidono con la nttdia aritmetica. 
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Questo teorema ci autorizza in certo qual modo a conside- 
rare la media aritmetica di un numero infinito di osservazioni 
come il vero valore della incognita. Ciò ammesso, rispetto a 
questa media di un numero infinito di osservazioni,- gli scosta- 
menti possono considerarsi come errori. 

Chiameremo errore medio di un sistema di osservazioni- lo 
scostamento medio di un numero infinito di osservazioni di pre- 
cisione uguale a quella delle osservazioni proposte. 

Da questa definizione risulta che tutte le proprietà dello 
scostamento medio sono comuni slW errore medio, e quindi anche 
i teoremi dimostrati nei paragrafi precedenti. 

Sappiamo quale è il valore dello scostamento medio di un 
numero ' finito di osservazioni : vedremo più tardi come sia pos- 
sibile elevarci da questo valore a quello dell'errare medio. 



§ XVI. 

È ora il luogo di parlare di alcune dimostrazioni del prin- 
cipio della media aritmetica. 

Citiamo fra le altre la dimostrazione dell'illustre Enke, il 
quale partendo dal caso di due osservazioni, ed accettato il prin- 
cipio che il valore plausibile stia in mezzo ai due valori osservati, 
si estende poi al caso generale e giunge al principio della media, 
aritmetica. L' illustre scenziato non aveva però osservato che non 

è soltanto il principio della media aritmetica il quale dia, per 

■f 

valore plausibile — ^ — nel caso di due osservazioni ugualmente 

precise a e i ; ma che accettando qualsiasi altra media rispetto 
alla quale gli scostamenti positivi e negativi sieno ugualmente 
possibili si giunge al medesimo resultato. 

Il nostro Schiaparelli è stato più felice in una sua recente dimo- 
strazione pubblicata sotto forma di lettera nelle Astn-Nachrichten 
del dicembre scorso. Quantunque non siamo pienamente d'ac- 
cordo con quest'illustre scenziato, pur tuttavia preghiamo il 
lettore a voler studiare quella sua elegante dimostrazione; ed 
anzi, ponendoci dal punto di vista del prefato astronomo, ci 
permettiamo di presentare qui una dimostrazione svincolata dal 
terzo postulatum da lui invocato, il quale è più difficile ad am- 
mettersi che gli altri due. 



/ ■ 

ri 
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Accetteremo (*) i due principii seguenti posti dallo Schiaparelli 
nello scritto sopracitato. 

l'* Che il valore della funzione cercata non deve cambiare 
se si cambia l'unità di misura delle osservazioni, e che perciò 
moltiplicando queste per un coefficiente e la funzione deve risul- 
tare moltiplicata per lo stesso coefficiente. " 

2** Che la posizione della funzione o media cercata rispetto 
alle osservazioni deve essere indipendente dall'origine della nume- 
razione, od in altri termini, che gli scostamenti delle osservazioni 
dalla media sono .indipendenti dalla grandezza della quantità 
da misurarsi. ^ 

Ora possiamo dimostrare come la media aritmetica sia la sola 
che sodisfa tali premesse. 

Si è visto al § IV come si possa sviluppare in serie il valore 
di una media qualsiasi in funzione della media aritmetica e degli 
scostamenti rispetto a questa. 

Sia F=/'(o', o", o'",..., o^^O u'^s, media qualsiasi; poniamo 
o'=i)-f-^, o"=:2?H-j/', o"'=i)H-x"',..., 6^"^=i>-4-;i;f">; avremo: 
^=fÌP-^^7 2^+:r",..., p-hx^"^); e sviluppata questa espres- 
sione con il Teorema di Taylor, avuto riguardo alla relazione 
x^ -hsf'-jrx'^' -}-...= 0, avremo una serie della forma seguente: 



• • 



in cui At rappresenta la somma dei termini di secondo grado 
per rapporto agli scostamenti; A^ rappresenta i termini del 
•terzo grado; e così di seguito. 

Consideriamo il termine generale An ed esaminiamone la 
forma. Esso si compone di termini omogenei del grado n rispetto 
agli scostamenti, e se si rammenta quanto si è detto nei primi para- 
grafi del presente libro si vede che An si può scrivere come segue : 

in cui le 2 esprimono somme simmetriche di termini simili a 
quelli posti in evidenza. 

Sarà utile, e non difficile, di studiare la forma dei coeffi- 
cienti a, JS, 7 ec. ' 

Consideriamo il termine generale '^y^x''"a/'x'"^...; nel quale, 
per ipotesi, si ha r-4-5H-^-f-...=». 

E evidente che la quantità ? è una funzione di p, poiché, 
a parte un coefficiente numerico, essa è una delle derivate par- 

(•) Con le riserve contenute in questo e nei precedenti paragrafi. * 
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ziali di V in cui alle varie o si è sostituto il comune valore p ; 
dunque poniamo 5=9 (p), e ci resta così a trovare la forma 
della funzione <p., 

E qui ci giova il principio N" 1 deUo Schiaparelli. Cambiando 
le in cOy p si cambia in cp, le x diventano ex ; cosicché il .1 

termine generale, i^^x'''x'*x"".,. = (p(p)^x'''x^"x^"*,.., diven- 
terà (j)(c2>)c^2^'^'*^''*---5 ^^ affinchè, in virtù del principio 
N'** 1, Fsi cambii in cV, bisogna che tutti i termini della sua 
espressione risultino moltiplicati per e; il che implica che biso- 
gnerà avere <p(cp)<f*^x"'x'''x""... = cp{p)^x'*'xf''x'"\.., od in 1 

altri termini : p (cp) = ^^ . Ponendo j? = 1, si ha (}> (e) = ^-l . 
Chiamiamo ?, il valore Ai p (p) che corrisponde a p=l, e 

così si avrà 9(c) = -— 1, per cui anche <?>(jp)=-^r-i . 

(r p 

Il termine generale An essendo composto di termini omoge- 
nei del grado n, si potrà dunque scriverlo così: 

espiressione, nella quale a^, /S,, ec. ^^ sono coefficienti numerici 
indipendenti dal valore di jp e semplicemente, dipendenti dalla 
forma della funzione proposta F. 

La quantità compresa tra le parentesi quadre, neir espres- 
sione (e), può rappresentarsi con la lettera A'n ed ha la proprietà 
di non cambiare di valore se si aumentano di una quantità co- 
stante k tutte le osservazioni 0', 0", o"\ . . . o^*\ 

Infatti la quantità A'n è funzione delle sole quantità x le 
quali col cambiamento suaccennato non subiscono variazione ; 
poiché si ha in generale x=o—p, e se le si cambiano tutte 
in -h A', la p diventa anch' essa p -+- /e, cosicché il valore di x 
rimane lo stesso. 

Dunque il valore di A'n non cambia coli' aggiungere la stessa 
quantità /•; a tutte le osservazioni ; epperciò per effetto di questo 
cambiamento il valore di A» diventerà 

00 An= ^'- 



kn - 1 



(p-hky 

Avuto riguardo all' espressione generale (e), e ponendo A'n in- 
vece della quantità compresa tra parentesi, l' identità (a) prende 
la forma seguente : 



(e) Vr=:p^^éL* 



^X 3 , ^ 4 , -Ah 



P P P"" JP"'* 



6 



I 



n 
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Quando poi si accrescono le osservazioni di una quantità co- 
mune h, il valore di F diventa Vh, ed avuto riguardo alla re- 
lazione (rf), l'eguaglianza {e) diventa: 

Se ora imponiamo alla media V la condizione espressa nel 
principio N"* 2 dello Schiaparelli , si dovrà avere identica- 
mente Fi= V'-\-k ; il che implica l'identità 



la quale non può sussistere, per qualunque valore di k, se non 
si ha A\=A's=A\ = ec. = o. 

Ora portati questi valori delle A' nell' espressione (e) si ot- 
tiene V^=2^. 

Perciò r unica media che sodisfa ad un tempo alle condi- 
zioni 1 e 2 è la media aritmetica. 

Dunque accettato il principio che la media debba avere, per 
quanto sia possibile, le proprietà del vero valore, attribuehdo 
cioè alla funzione V alcune proprietà a cui sodisfa il vero va- 
lore, si giunge a poter dimostrare che V deve essere la media 
aritmetica. 

Tale modo di considerare la quistione non è scevro da obiezioni. 

Non possiamo essere d' accordo con lo Schiaparelli dove egli 
dice che la media aritmetica è la sola che attribuisca un peso 
uguale alle diverse osservazioni, poiché il concetto di j^^so e la 
sua definizione è inerente al principio della media aritmetica 
come si è visto al § Vili. 

Abbiamo visto al § 1 che il vero valore della incognita è una 
costante indipendente dalle osservazioni, mentre che il valore 
plausibile è una funzione di esse. Ora tra tutte le medie che si 
possono scegliere, la media lineare, cioè la media aritmetica, è 
quella che analiticamente parlando è parente più vicina con una 
quantità costante, inquantochè al pari di "questa ha tutte le deri- 
vate di ordine superiore al 1° uguali a zero. Non è dunque 
meraviglia che accettato il principio di attribuire al valore plau- 
sibile proprietà che implicano l'assenza di derivate di ordine 
superiore al 1'' si giunga al principio della media aritmetica. 

Ma in tale materia qualunque considerazione analitica lascierà 
sempre il campo libero alle considerazioni d' ordine filosofico ; 
infatti è difficile provare che in ogni fenomeno particolare che 




- 43 - 

si osserva sìa sempre la medesima media quella che dà il valore 
più plausibile. L'adozione di un tipo unico di media ha princi- 
palmente per iscopo di eliminare, per quanto è possibile, P arbi- 
trario, ed è fondata sul fatto che il valore di tutte le medie può 
praticamente considerarsi come uguale. Così non è facile dimo- 
strare che la legge degli errori debba essere la stessa in ogni 
specie di fenomeno osservato. Che se la legge da noi accettata 
è in moltissimi casi soddisfacente, ciò si spiega osservando che 
la forma più generale della legge degli errori (§ XIV) è 

e se gli errori sono piccoli, si potranno nella maggior parte dei 
casi trascurare le loro potenze superiori alla seconda, il che ci 
darà u=ce^'^. 

Il fondatore del metodo dei minimi quadrati, l'immortale 
Gauss, si espresse sempre in modo da far bene intendere che 
in tale ordine di questioni non si può pretendere di giungere 
alla verità assoluta. Nella sua Theoria Motus Corporum ccele- 
stium così egli si esprime : < Quippe quaestio haec per rei natu- 

> ram ahquid vagi implicat, quod limitibus circonscribi nisi per 

> principium àliquatenus arbitrarium nequit. > 

Ma poiché nelle pratiche applicazioni bisogna purè attenerci 
ad un principio, adottiamo quello della media aritmetica e quello 
dei minimi quadrati, ma arrestiamoci alle conseguenze prime, e 
non lasciamoci trascinare dall'analisi a conseguenze esagerate. 

Determinare il valore plausibile delle incognite ed avere un 
criterio relativo della loro precisione è tutto quello che dobbiamo 
domandare al metodo dei minimi quadrati. 



§ XVII. 
Fino a tanto che la funzione 

si ritiene come legge di possibilità di semplici scostamenti, qua- 
lunque forma essa abbia, purché soddisfi alle condizioni che 
sappiamo, può ritenersi come plausibile e non è se non una 
maniera di simboleggiare una determinata forma di media. 



1 



- 44 - 

Ma, quando il numero delle osservazioni diventa infinito, gli 
scostamenti x diventano propriamente degli errori ; per cui la 
funzione <^{x) può rappresentare la legge con la quale si pre- 
sentano questi errori, e quindi la legge con la quale le osser- 
vazioni si condensano, si aggruppano, intomo alla verità. 

Accettare una forma piuttosto che un'altra della funzione (p 
equivale ad attribuire alle osservazioni una tendenza più o meno 
grande ad avvicinarsi al vero valore. Accettata poi una certa 
forma per la funzione 9, l'intensità relativa con la quale le 
osservazioni convergono verso il valore dell'incognita dipende 
dal valore dei parametri che sono nella funzione 9. 

Per esempio, accettata la forma 

r intensità con la quale le osservazioni convergono verso il valore 
dell'incognita da misurarsi dipende dal valore di h. 

Se restringiamo il campo delle nostre considerazioni alle fun- 
zioni della forma 

9 

abbiamo il vantaggio di fissare le nostre idee senza nuocere alla 
generalità delle conclusioni. » 

Facciamo successivamente m=(?, = ly=2,=ec...; vedremo 
che per m=o si ha w= costante, e quindi, in tale ipotesi, le 
osservazioni sarebbero in certo qual modo indifferenti rispetto 
al valore da determinarsi, poiché esse potrebbero con uguale 
possibilità assumere qualunque valore. Che se facciamo m=l 
noi attribuiamo alle osservazioni una forte tendenza ad avvici- 
narsi al valore dell' incognita, e questa tendenza sarà sempre 
maggiore nelle ipotesi m=2,m=3, e così di seguito. Quale grado 
di convergenza dobbiamo noi accordare alle osservazioni? 

Qui pare che l'esperienza possa venirci in aiuto. 

Gli autori che hanno trattato di questa materia si sono limi- 
tati a porre in confronto con l' esperienza la formula 

ma avrebbe certamente molto interesse un esame compara- 
tivo tra questa particolare legge di possibilità e le altre della 
forma Jfec-***^*'"*. 



J 
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Chiamando x il valore dell'integrale / e-^^'^dt, avremo 
A==— , perchè si deve avere: 






••00 

/ ie-*'"*'"c?a;=l. 



La quantità 

dt 



/•oo 
r" 

può scriversi sotto un'altra forma. Pongasi infatti ^'"•=;er, avremo 

1 /-« ±_, 1 / 1 \ 



in cui r è il simbolo che esprime l' integrale Euleriano. 

Si avrà pertanto 
per 

m= 1 . . . . x=V^= 1.7724539... 

m= 2 .... A— 1.8128050... 

. m= 3 . . . . x= 1.8554384... 

m= 4 . . . . x= 1.8834857.. 

m= 5 . . . . x= 1.9027013.. 

m=10 . . . . x= 1.9470085 

m=20 . . . . x= 1.9723478 

m=co . . . . x= 2. 
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§ XVIII. 

Perchè .le esperienze a cui accennammo nel paragrafo pre- 
cedente sieno possibili, bisogna saper dedurre il valore di h dalle 
nostre osservazioni, o ciò che fa lo stesso, dagli scostamenti di 
esse rispetto alla media particolare che corrisponde a quella legge 
di possibilità. Questa ricerca è più semplice di quanto si crede. 

Sieno a/,a/',x''",...a;('*) gli scostamenti corrispondenti alle osser- 
vazioni o', o", o'", . . . («). La probabilità della loro coesistenza è 
proporzionale a 

Tri 

L' ipotesi la più probabile che si possa fare sul valore di h 
è quella che rende tale probabilità un massimo. Differenziando 
rispetto ad h ed uguagliando a zero si ricava 



e quindi 



Nel caso di m=l si ha 

A= --^^^— - — — — -1 



7j*~ 


'>-i 


Ir- ^ - 


' n 


a 

1 1 


y^C^'] Vs.^ 



essendo ^4 lo scostamento medio. 

Ricavato il valore di h, il paragone tra l'equazione di pos- 
sibilità e le resultanze dell' esperienza diventa possibile. 

Chiamiamo f^m la quantità 



2m/ 

y 



[x'""] 



n 
Avremo : 

[L =i^ J 

m n 
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Riferendoci al § XY^ avremo, quando il numero delle osserva- 
zioni è infinito: 



2fM 






Facendo hx:=^t, si ha: 



2m fe-2"* f 

/ t 

J-co 



t^e-^^'^dt 



Integrando per parti, si otterrà : 



Ora l'integrale 



/•co - y^oo 



dt. 



guale a X| dunque 



2m 



f* = 



"• 2mA^"* 



resultato identico a quello trovato precedentemente. 












§ XIX. 

Non staremo a fare esperimenti nel senso indicato al § XVII, 
ma citeremo alcune esperienze fatte da vari scienziati. 

Degni sopratutto di attenzione sono i resultati ottenuti da 
Bessel nelle sue ricerche sulla probabilità degli errori d'osser- 
vazione {Schumacher, Astr. Nachrichten, N*" 358 e 359, voi. XV). 
Il citato grande Astronomo ha preso ad esame diverse osserva- 
zioni astronomiche di Bradley onde confrontare la legge degli 
errori con la frequenza relativa degli errori d' osservazione. Una 
prova è fatta su 300 osservazioni *di declinazione di stelle; la se- 
conda su 300 osservazioni di ascensione retta espressa in tempo ; 
la terza su 470 osservazioni di ascensioni rette di alcune stelle 
fìsse, dedotte dalla loro differenza di ascensione retta col sole. 
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La enumerazione degli scostamenti è stata ridotta al caso di 
100 osservazioni. 

Ecco pertanto tre tabelle contenenti ì resultati di tali 
esperienze. 

1» Osservazioni di declinazione. 
m=-f-l.''6237. 



UHITI 


NUMEBO DEGLI SCOSTAMENTI 


DIFFERENZE. 


DEGLI SCOSTAHENTI. 


OSSIRTATt. 


OAI^OLATI. 




0,"0-0,"4 


22,0 


19,5 


-2,5 


0, 4-0, 8 


19,3 


18,3 


-1,0 


0, 8-1, 2 


18,3 


16,2 


-2,1 


1, 2-1, 6 


.9,3 


13,6 


-1-4,3 


1, 6 — 2, 


9,0 


10,6 


-hl,6 


2, 0-2, 4 


7,7 


7,9 


+ 0,2 


2, 4-2, 8 


3,3 


5,5 


+ 2,2 


2, 8-3, 2 


5,0 


3,6 


-1,4 


3, 2-3, 6 


2,7 


2,2 


— 0,5 


3, 6-4, 


1,3 


1,3 


0,0 


4, ec. 


2,0 


1,4 


-0,6 



2'' Osservazioni di ascensione retta. 
,M=±0,"2283. 



LIMITI 
DEGLI SCOSTAMENTL 


NUMERO DEGLI 
08BCRVATI. 


[ SCOSTAMENTI 
OALCOLATr. 


DIFFERENZE. 


0," - 0," 1 


38,0 


33,5 


-4,5 


0, 1—0, 2 


28,0 


28,0 


0,0 


0, 2-0, 3 


17,7 


19,2 


+ 1,5 


0, 3 — 0, 4 


8,0 


10,9 


+ 2,9 


0, 4 — 0, 5 


4,7 


5,1 


+ 0,4 


0, 5 — 0, 6 


2,0 


2,0 


0,0 


0, 6-0, 7 


1,0 


0,7 


-0,3 


0, 7 — 0, 8 


0,3 


0,2 


-0,1 


0, 8—0, 9 


0,3 


0,0 


-0,3 
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3° Osservazioni assolute di ascensione retta. 

»»=±0,"4033. 



LIMITI 


NUMESO DEGLI SCOSTAMENTI 


DIFFERENZE. 


DEGLI SCOSTAHENTI. 


08BIBTATI. OALOOLÀTI. 




0,"0-0,"l 


20,0* 


19,6 


-0,4 


0, 1-0, 2 


18,7 


18,4 


-0,3 


0, 2-0, 3 


16,6 


16,3 


-0,3 


0, 3—0, 4 


12,4 


13,6 


+ 1,2 


0, 4 — 0, 5 


10,8 


10,6 


-0,2 


0, 5-0, 6 


7,7 


7,8 


+ 0,1 


0, 6-0, 7 


5,5 


5,4 . 


-0,1 


0, 7—0, 8 


3,0 


3,6 


+ 0,6 


0, 8-0, 9 


2,1 


2,1 


0,0 


0, 9 — 1, 


1,5 


1,3 


-0,2 


1, ec. 


1,7 


1,3 


-0,4 



La seguente tabella contiene un analogo confronto per cento 
valori della ascensione retta della stella polare determinata 
dal 1813 al 1815 da Bessel coir istrumento dei passaggi dell' os- 
seryatorio di Eonigsberg. 

4"" Ascensione retta della Polare. 
w^=^-r3093. 



LIMITI 
DEGLI S008TAMENTL 


NUMEBO DEGLI 
OSSIRTàTI. 


SCOSTAMENTI 
OUOOLATt. 


DIFFEBBNZE. 


0,"0-0,"4 


25 


24,0 


-1,0 


0, 4-0, 8 


22 


21,9 


-0,1 


0, 8-1, 2 


19 


18,2 


-0,8 


1,2-1,6 


11 


13,7 


+ 2,7 


1, 6-2, 


9 


9,5 


+ 0,5 


2, 2, 4 


8 


6,0 


-2,0 


2, 4-2, 8 


2 


3,4 


+ 1,4 


2, 8-3, 2 


3 


1,8 


-1,2 


3, 2-3, 6 


1 


0,9 


-0,1 


3, 6 ec. 





0,6 


+ 0,6 



n 
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Come si vede, raccordo tra la teoria e l'esperienza è in questi 
casi soddisfacentissimo. 

Dopo Bessel alcuni altri autori fecero analoghe esperienze rela- 
tive a fenomeni di diversa natura. Fechner nei suoi Elemente der 



Psichophysiky ha discusso per rapporto alla sua legge psicolo- 
gica r applicabilità del metodo dei minimi quadrati. Egli ha tro- 
vato che rappresentando con v Y energia della forza che produce 
l'eccitazione di un nervo qualsiasi, e considerando log. v(*) come 
la quantità osservata, le deviazioni dalla media seguiranno la 
legge dei minimi quadrati. 

Il Peirce, astronomo addetto all'osservatorio di Washington, 
pubblicò una interessante Memoria sopra esperienze da lui fatte 
con un cronoscopio registratore di Hipp. Egli fece molte misure 
aventi per scopo di determinare il tempo necessario a rispondere 
a segnali di varie specie, come cambiamenti repentini di figure 
della lanterna magica, apparizioni istantanee di scintille di indu- 
zione da un rocchetto di Rumkorff, sprazzi di luce proiettati 
sopra un diagramma ec. ec. Il resultato delle quali esperienze 
fu di confermare i fatti che già si possedevano e che sono dovuti 
alle esperienze di Hirsch, Daumbusch ed altri. 

Ma meritano speciale attenzione le esperienze nelle quali il 
Peirce impiegò un giovane affatto novizio, di circa 18 anni, a 
rispondere, mediante un manipolatore telegrafico, ad un segnale 
consistente in un suono acuto. Si fecero 500 osservazioni in ogni 
giorno della settimana, durante un mese, 24 giorni di osserva- 
zione. I resultati furono rappresentati graficamente con 24 curve 
delle quali riportiamo soltanto tre, cioè quella dedotta dalle 
osservazioni del primo giorno, (fig. 1) quella corrispondente ad 
uno dei giorni intermedii (fig. 2) ed infine quella dell'ultimo 
giorno di osservazione (fig. 3). L' esame di tali curve indica : 

V Che la legge dei minimi quadrati è sufficientemente 
soddisfatta. 

2** Che la regolarità delle curve e le ordinate corrispondenti 
agli errori piccoli sono sempre crescenti di giorno in giorno cioè 
a misura che l'osservatore è diventato più esperto. 

In questo secondo fatto il Peirce vede una conferma della 
regola che gli osservatori debbano mantenersi in continuo eser- 
cizio onde conservare la squisitezza e prontezza di percezione 
senza di cui non è possibile fare buone osservazioni. 

Furono altresì eseguite esperienze per vedere se la legge degli 

(*) Questo equivarrebbe ad adottare la media geometrica. 
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scostamenti dalla media fosse applicabile alle deviazioni dei 
proietti lanciati contro un bersaglio ed i resultati furono abba- 
stanza sodisfacenti. (Vedi DlDlON, Calcul des probabilités appli- 
quées au tir des projediks, — JOUFFRET, Sur les probabilités 
du tir des bouches à feu, ec. ec.) 

Ma non è meno interessante l'applicazione della legge degli 
errori accidentali a misure antropometriche, quantunque in questo 
caso non si tratti più. di prendere la media di osservazioni della 
medesima quantità, ma bensì la media di quantità individuali 
diverse. 

Il signor d' Hargenwillers ha classificato per ordine di gran- 
dezza la statura di 100,000 coscritti francesi, e prendendo le 
deviazioni delle singole stature dalla statura media, la legge 
usuale degli errori rimase verificata come se le deviazioni dalla 
statura media fossero dovute a cause accidentali. 

È curiosissima V esperienza seguente : 

Si sono pesati 1000 neonati, ed i pesi variarono tra 4 e 10 lib- 
bre : nella tabella seguente è indicato come quei bambini si pote- 
rono classificare per ordine di peso e sono messi a confronto i 
resultati del calcolo e quelli dell'osservazione. 





NUMERO DEI BAMBINI 




PESO DEI BAMBINI. 


SECONDO 


SECONDO 


DIFFERENZA. 




IL CALCOLO. 


l'ossibyakionk. 




Da 4 a 5 libbre 


21 


13 


-8 


> 5 > 6 > 


167 


158 


9 


> 6 > 7 > 


412 


417 


+ 5 


> 7 > 8 > 


318 


318 





> 8 > 9 > 


76 


83 


+ 5 


> 9 > 10 > 


6 


11 


-+-5 



Questi resultati sono concordanti, per quanto in simili que- 
stioni si possa sperarlo. (Vedasi la Physique sociale di Quételet.) 

Esaminando i quadri numerici contenuti nel presente para- 
grafo si vede che la legge degli errori è sempre sufficientemente 
soddisfatta per i valori prossimi alla media, cioè per gli sco- 
stamenti piccoli. Le discordanze tra l' esperienza e la teoria si 
verificano per gli scostamenti maggiori, il che collima colle con- 
siderazioni che chiudono il § XVI. 

Non è dunque il caso di scorgere nei resultati delle accen- 
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nate esperienze la manifestazione di una legge naturale qualsiasi 
riguardo agli scostamenti. In questi resultati bisogna piuttosto 
scorgere una manifestazione della legge di continuità che si 
riscontra in tutti i fenomeni naturali. 



Neir espressione 



§XX. 






la quantità h pud servire di criterio per giudicare della bontà 
relativa delle osservazioni, e la precisione di queste crescerà 
col crescere del valore di h. 

Infatti confrontiamo due sistemi di osservazioni, a ciascuno 
dei quali corrispondano, rispettivamente, per h i valori h' ed ¥. 

Nel primo sistema la probabilità che un errore sia minore 
di a' in valore assoluto sarà 



2 A' /""' 



e taaeaiìo h'x=t, avremo 



8 /*""*' 



Nel secondo sistema la probabilità di un errore assoluto 
minore di a" sarà: 






Se si vuole avere p'=ip" basta porre 

cioè 

a .a , .n . /> . 

U che indica che < i limiti di errori ugualmente possibili 
sono in ragione inversa del valore del parametro h. > Per questa 



^ 
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ragione la quantità h 8i chiama indice di precisione, o semplice^ 
mente precisione. 

Sappiamo già dal § XYUI che chiamando Fi lo scostamento 
medio si ha 

0, se prendiamo la primitiva notazione m, per indicare lo sco- 
stamento medio f^i, avremo: 

A. L 

Sapendo che lo scostamento medio me in ragione inversa della 
radice quadrata del peso, si conchiuderà facilmente che < la pre- 
cisione è in ragione diretta della radice quadrata del peso. > 

Ma sappiamo, per definizione, che il peso è uguale al numero 
delle osservazioni, dunque : < la precisione è in ragione diretta 
della radice quadrata del numero delle osservazioni. > 



§XXL 

Gauss rappresenta V integrale -7= / c^^dt con la nota- 
zione e(^). Cosicché, in un sistema di osservazioni la cui pre- 
cisione sia h, la probabilità che un errore sia compreso nei 
lìmiti —a e +a, sarà uguale a 

\-. f e-i'dt^-^ I e-^'dt=9iah). 

Tra tutti i valori che può prendere la funzione e(aA) il 
valore ^ è quello che indica che vi è 1 contro 1 da scommet- 
tere che gli errori non oltrepasseranno il valore a. Questo valore 
particolare di a, corrispondente a ©(aA)=2J ^ ^^^ speciale 

importanza e viene chiamato impropriamente errore probabile, 
quantunque sia piuttosto da chiamarsi limite probabile degli 



I 

1 < 






/ 






t • 



■i ,■ 
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errori, perchè infatti vi è probabilità uguale che tal limite sia 
no superato. In omaggio però all' uso lo chiameremo anche noi 
errore probabile. 

Il valore di t=ah che rende e(^)=2 è indicato con la let- 
tera jo ed è uguale a 0.476936 ...(*) 

Chiamando r Terrore probabile, avremo sempre 



b:. rh=p 



e quindi 



'=Ì' 



e siccome si ha h= r^ , così si avrà r=j-=p \/2 m= 0.674489 ni. 

y2m h 

Da ciò si deduce immediatamente : 

V < Ohe l'errore probabile è in ragione inversa della 

precisione. > 

2** < CJi^e esso è proporzionale allo scostamento medio. > 
3"* < Che esso è in ragione inversa della radice quadrata 

del peso o del numero delle osservazioni. > 



§ XXII. 
È di molto interesse lo studiare l'andamento della funzione 



\/7r 



w=-4=C-^* 



(•) È singolare che per le leggi di possibilità dellaforma — e-* '"•«'**, il 

valore corrispondente di p varia pochissimo, infatti: 

per 

mc= 4 p = 0.4769 

m= 2 p = 0.4570 

m= 3 p = 0.4fì45 

m= 4 p = 0.4710 

m = 10 p = 0.4867 
m = 20 p = 0.4930 

tn=oo p = 0.5 



n 



§ XXIIl. 
Abbiamo già visto al § XVIII, per il caso generale 

il modo di ricavare h dagli scostamenti x', xf', od", ec. Si è ottenuto 

1 



h'^= 



2«.[-'"l' 



'• / ■" -^ra 

il ■ t> 



tii%. 



- ■ » I 



■ -ti 



•»j 



/i 



ì 
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■E 

e del suo integrale !^ 

1 /*^ o /*^ iì 

La figura 4 dà un'idea della curva rappresentata dall' equa- 
1 
zione ?/=--= e -«•. In fondo al libro si trovano le due tavole II /^^ 

e ni, che danno, la prima i valori della funzione &(t% la seconda 
i ;«ralori di (t) prendendo per unità l' errore probabile />. 

Dalla seconda di queste tavole si ricava che la probabilità di \^ 

un errore uguale 

B. p è 2 

a 2/) è 0.823 
a 3/) è 0.957 
a 4i0 è 0.993 
a 5/9 è 0,999 

Il che indica che vi è 1 contro 1 da scommettere, che un 
errore non supera il valore dell'errore probabile; 823 contro 127, 
che non supera il doppio; 957 contro 43, che non supera il triplo; 
993 contro 7, che non supera il quadruplo ; 999 contro 1, che non ^ 

supera il quintuplo dell'errore probabile. '^ 

E facile assicurarsi che lo scostamento medio m è uguale al 
valore dell'ascissa OK (fig. 4) corrispondente al punto di infles- -i 

sione I della curva di possibilità. 

Invece l'errore probabile è uguale all'ascissa OP del punto M 
la cui ordinata divide la superficie della curva di possibilità in 
due parti equivalenti. 



V; 



n 



^ 



e quindi per »i = l ed M=:-^e-*'"' si ha: 



A' 



1_ 



Per questo caso particolare possiamo cercare il valore di A 
con un procedimento che ha il vantaggio di farci trovare i limiti 
probabili del suo valore. 

A tal fìne stabiliremo il lemma seguente: 

* Data una serie di osservazioni in cui la probabilità di «n 

> errore nullo stia a gtteUo dì un errore x come 1 1 e-'"', si^ntó 

> prendere per precisione il valore h:^v'P- * 

Infatti aia k la precisione nell' eapreesione 

per x=o si ha 

quindi se si ha — = — n-?^ :. si avrà necessariamente 

h=\rp. 

È meritevole di attenzione che una tale determinazione di h 
permetta di legare insieme osservazioni di quantità eterogenee, 
come per esempio lunghezze, angoli, ec. ec. 

Sia ora dato un sistema di osservazioni i cui scostamenti dal 
valore plausibile siano x',af',3^",...xM. 

La probabilità della loro coesistenza sarà proporzionale ad 

tn dinotando lo scostamento medio. 

Se invece del valore h prendiamo un valore k-\-s poco dif- 
ferente, la probabilità del sistema di osservazioni proposto sarà 
proporzionaìe ad 




' , 
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e se chiamiamo P la prima espressione e P' quest'ultima, 

avremo: 

P A*» 

P'— (A + A)"^ 

oppure, osservando che 
e rìducendo, avremo: 



( 



> 



(a) 



|L = ,(2n*m«-^)A4.(^ + nm.)A.4.o. 



P 



nella quale espressione ^ rappresenta la somma dei termini di 

grado superiore al secondo rispetto a a. 

Il valore più probabile di h deve rendere sempre P'^P^ 

P 
quindi -pr^l» perciò l'esponente di e nell'equazione (a) sempre 

positivo, il che esige che il termine di primo grado in A sparisca 
e che si abbia quindi 

2wAw*— y=(?, perciò A= ;=; 

espressione identica a quella trovata antecedentemente. 

Ciò posto, l'eguaglianza (a) diventa, trascurando &), perchè 
di grado superiore al secondo rispetto a A che è piccolissimo : 

p n^ 

■pr=e M ; 
quindi si avrà: 

P:P';:i:e--Ar; 

il che significa che nella determinazione di h la probabilità di un 

errore nullo sta alla probabilità di un errore A come 1 1 e" *« ; 
ed in virtù del lemma ^stabilito in principio di questo paragrafo, 

la precisione h' del valore di h sarà dunque ^^. 
L'errore probabile sarà 

/> Ph 1 p 



8 



./ 



Vi è dunque uno contro uno da scommettere che il vero valore 
di A è compreso tra 



ìli V2 Vn m \/2 vi \/2 y/ìi vi i/2 ' 
oppure che è uguale a 

L'errore probabile t- essendo uguale a t", vi è da scommet- 
tere uno contro uno che r sarà compreso tra 

py/2 py/2 



y/n y/n 



Sviluppando in serie (1 ±: -j^j , e trascurando le potenze 
scurabiti, i limiti suindicati saranno sostituiti. dai seguenti: 



fS/^h^-^ 



-/TiP 



.■.^0.674489,n(i:p^^). 



Il valore di h può anche essere espresso in funzioi 
degli errori considerati tutti col segno positivo. 



di tutti gli errori positivi ; la somma degli 

S 
errori negativi sarà — k, quindi se tutti gli errori sono presi 

col segno +, la loro somma sarà uguale ad S,. 

Ciò posto, secondo il ij XV, abbiamo, chiamando k la media 
. dei valori di x da x^o fino ad a^^^co, 



2 / xtp{x).iìx=1 1 -^e 



'*x dx =^ = 



■n 
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dunque : 

1 ^S^ ^ 1 1 



n 



Abbiamo d'altra parte 



cosicché avremo : 

^« = 4/5 ^=1.2533^*. 
^ 2 n n 

Espressione che permette di calcolare il valore di m senza biso- 
gno di calcolare i quadrati degli errori, quando il numero delle 
osservazioni è abbastanza grande. 

I limiti probabili di tale determinazione di m sono dati dalla 
relazione seguente: 

.,=1.2538^(l±^^^). • 

(Vedasi Astr. Beri, Jahrbiich fiir 1834). 



Abbiamo convenuto al § XV di chiamare errore medio lo 
scostamento medio dedotto da un numero infinito di osservazioni. 
Quando il numero delle osservazioni è finito noi non possiamo 
avere il valore dell' errore medio senza fare una correzione allo 
scostamento medio. I ragionamenti che seguono ci eleveranno 
dal valore dello scostamento medio m a quello dell' errore medio 
che chiameremo f^. 

Sia proposta una serie di n osservazioni la cui media sia p 
ed a cui corrispondono gli n scostamenti x'jX",.,.x^**). 

Avremo : 

Se ora imaginiamo ripetute in circostanze uguali e con uguale 
precisione le osservazioni già fatte, otterremo w nuove osserva- 



M 
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zioni 0, la cui media sarà »,=:—, ed il cui scostamento 
medio sarà 

n 



Una terza serie darà 

e così di seguito ; per modo che se il numero delle serie sarà g, 
l'ultima serie darà 

Ciò posto sia Fla media di tutte le medie j>,i)i,i),ec..., avremo: 



' Quando il numero q delle serie sia infinito, la quantità V 

potrà essere considerata come il vero valore delF incognita, e le 
quantità o— F, non più come scostamenti, ma come errori. 
Poniamo ora: 

P-V=K 



Ì)j-l— F=*g_l. 



Ciò posto chiamiamo j/j^'j-y^") gli errori delle prime osser- 
vazioni o; y/ìt/i\y"\">yt^^\ quelli delle osservazioni o,; e così di 
seguito; avremo, in generale, 

y:=zq— V=o — 2) — 5=^ — 5. 

Per cui elevando al quadrato e sommando tutti gli n q valori 
di y*, avremo 

Ma 2^=0» e 2^=0, dunque: 2y»=2a;'4-2^'. 



1 
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Ora la prima serie degli x^ ha per somma wm*, la seconda ww,', 
la terza nw,*, ec..., l'ultima wm'j_i, e 2^*=>*[^*J = wg>?*, 
essendo >? F errore medio delle medie j) ; avremo dunque : 

Ma se la precisione delle q serie supposte è uguale, avremo 
w=W4=m,=..=Wj_i, dunque 2y*=^S'^^* + ^3'^S <1^ cui 

— = w' + >?'. 

Ora il valore medio di y*, quando ?=oo , essendo ft', e quello 

di >? essendo -7=? avremo, 

f*'=:m'H — 5 F= =m', 

*w n — 1 ' 

perciò, 



^ n — 1 



Tale è l'equazione di cui si usa nella pratica per determi- 
nare l'errore medio. 

Esaminando la forma di questa espressione si vede che, 

quando il numero delle osservazioni è l'unità, si ottiene h- = ~; 

il che è conforme alla ragione, non essendo infatti possibile di 
farsi un criterio della bontà delle osservazioni se esse non supe- 
rano il numero strettamente necessario per la determinazione 
dell' incognita. 

w — 1 

^ / ivi 

quello della media di n osservazioni è — 7== V / \\ ' 

^ yw ^ «(n — 1) 

Per il caso di osservazioni di peso diverso, abbiam visto 
al § Vili che, chiamando w',n",w",... i pesi rispettivi delle osser- 
vazioni o\ o"j &\ ... il valore più plausibile della incognita 

Se chiamiamo m', w", w", .. gli scostamenti medii corrispondenti 
alle osservazioni o',o",o",.. s queUo corrispondente ad un'osserva- 
zione di peso 1, abbiamo visto al § Vili stesso che si ha: 



A 
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quindi si avrà, chiamando ct il numero delle osservazioni 
o\ d\ o", ec. : 

e quindi 






Se da questo valore di e si vuol passare a quello dell'errore 
medio //, ragionando come si è fatto in principio di questo para- 
grafo, si troverà: 



^ ÓT 1 



In quanto al valore di [ww?*], è evidente che, chiamando 
x',x\oi'\,,x^^^ gli scostamenti delle singole osservazioni, si avrà 

[n m*] = n' a;" -I- m" a:" * -h 7^" x "* + . . = [n a: *]. 

Da ciò si vede: 
1° Che l'errore medio \l dell'unità di peso è dato dalla 
eguaglianza 



= >t/[!?l^; 

' CT — 1 



2** Che gli errori medii rispettivi delle osservazioni o\ o", o"', ec. 

^ ^ ^ ^. 
sono — =,-y=,--^,, ec. 

\/n yn yn 
3° Che infine l'errore medio del resultato è , 

VM 

Riepilogando quanta abbiamo esposto in quest' ultimo» para- 
grafo, si vede che per il caso di osservazioni immediate, il doppio 
problema, di calcolare il valore più plausibile dell' incognita e di 
determinare il grado di fiducia che meritano le osservazioni ed 
il resultato, è completamente risolto. Possiamo dunque trattare 
il caso delle osservazioni mediate. 



• ^^^^ 




CAPITOLO SECONDO. 



OSSERVAZIONI MEDIATE. 



§ XXV. 

Se nel capitolo precedente avessimo avuto in mira soltanto 
la risoluzione del problema relativo alle osservazioni immediate, 
alcune pagine di scritto sarebbero state sufficienti; ma siccome 
le basi teoriche ed esperimentali del metodo dei minimi qua- 
drati emergono chiaramente mentre si tratta delle osservazioni 
immediate, così il lettore comprenderà come sia stato conveniente 
di fermarsi con una certa insistenza su varii punti del precedente 
capitolo; il quale del resto racchiude in sé gli elementi per risol- 
vere le quistioni che si riferiscono alle osservazioni mediate ed 
alle osservazioni condizionate. 

L'attenzione del lettore deve fermarsi sopratutto sui para- 
grafi VI e VII. In essi si estende il principio della media aritme- 
tica e la ricerca dello scostamento medio alle funzioni di osser- 
vazioni, siano esse funzioni lineari oppure no. 

Le ricerche che faremo nei primi paragrafi di questo secondo 
capitolo saranno eseguite col medesimo sistema di deduzioni, 
cioè: dapprima con teorie affatto indipendenti dal calcolo delle 
probabilità, e poi con V applicazione del calcolo delle probabilità 
alle ricerche medesime. 

Sieno F, F', F", ec. cr funzioni delle p incognite X, Y, Z, ec. 
e poniamo: 

V=f{X,Y,Z...) 

r=rix,Y,z..,) 

V"=f{X,Y,Z...) 

7(tT-i)=^(t3-i)(x,r,z..) 



J 



I p- 

1 



1 
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Se si tratta di determinare il valore delle incognite X, F, Z, ec, 
il problema sarà indeterminato, determinato, o più che deter- 
minato secondochè si avrà cr<[/9, o=/j oppure cr >iO. 

Non vi ha luogo evidentemente a trattare del primo caso; 
neppure del secondo che si risolve con le teorie ordinarie dell' eli- 
minazione. È il terzo caso quello di cui ci dobbiamo occupare. 

Se le funzioni /*, f, f", ec. non sono lineari, esse si possono 
rendere tali sostituendo alla ricerca delle incognite X,Y,Zf.,ÌSL 
ricerca delle correzioni x,y,Zf... da farsi à valori approssimati 
Xo, Y^^ Zq^ ec. delle incognite. 

Se le quantità x, y, ss, ec. sono tanto piccole che si possano 
trascurare i termini della serie di Taylor Si grado superiore al 
primo, ponendo per X, Y, Z, i loro valori X^+x, Y^-^y, Z^+z, ec. 
nelle espressioni /) f, f", ec. si otterranno p equazioni lineari 
della forma: 



r,\i 



il •■ 



nelle quali equazioni i valori di F, F', F", ec. si suppongono 
determinati da osservazioni, ed x, y, z,... sono incognite da 
determinarsi. 

Ogni caso potendo essere ridotto a quello in cui le funzioni V 
sieno lineari, così non avremo da occuparci che della risoluzione 
di equazioni lineari. 

Chiamiamo Z, Z', Z", ec. i valori di F, F', F", ec. dedotti dalle 
osservazioni ; siono j), p\ p", |>'", ec. i pesi rispettivi delle determi- 
nazioni V^=:Ly V'=^L\ V =^L'\ F"'=Z'",ec...; e sieno m,m',m% 
gli errori medii corrispondenti a ciascuna determinazione. 

Avremo (§ YIII): 

e quindi, se poniamo V^L=Sy F'— Z'=a', F -—Z'=a', ec...., 
e vogliamo ridurre tutti gli errori a, a', a' , al medesimo peso, por- 
remo A%/j>=r, A'v57=r', A v^=r , ec ec., e così le quantità 
r> r\ v\ r'\ ec. si potranno analiticamente trattare come errori 
corrispondenti ad osservazioiii di ugual peso. 






Ma abbiamo fatto 
Poniamo ancora 

^v^=?, ^W=«', ^'vF=?"-. 

Jl)A/p=a, jb'\/p'= o', Jl9"v^'=a".. 



e si avrà infine 

i/=^-i-a'x+b'y+de-+-. 
t."= r+ a"x + &"y 4- c"^ +■ . 



r 



». 






<•■: 
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Siano dunque le equazioni 

' ^"=^'-hXx+6ì>'y+C'e+.. . % 
-^ 



t 

,.>» 



Moltiplichiamole rispettivamente per y/p^ Vjp', v^'> ec. ed avremo : 5^ 

A'y5^=:^ VF-+-til> V^aj-f-yJ V^y+C vF^r-h.. 



1 



vv 






'i 

'■4 



['•i 



1 
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\ 
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§ XXVI. 
Ciò posto, sieno date le a equazioni lineari 

v'= l'-i- a'x + b'y-he'e-h . . 
v"= l~\- a"x + h"y + c"^ 4- . . 



Siccome, per ipotesi, si ha o>;0, cosi il problema è più che 
determinato e non sappiamo a priori quale combinazione delle 
equazioni (1) aia atta a darci per le incognitex,^,^,.. il valore 
più plausibile. 

Sia ad ogni modo 

x=F(v,v',v",...) 

il valore più plausibile dì una delle incognite, x per esempio. 

La forma della funzione F sarà indeterminata, ma siccome 
le quantità v,ì/,v", ec. sono piccolissime, cod possiamo imma- 
ginare la funzione suddetta sviluppata in serie con il teorema 
di Maclaurìn, il che ci darà una espressione della forma : 

X='k'+-y.V + y.' v' + *"v" -h>^"' v'" -^~ ...-^«\ 

in cui u rappresenta la somma di tutti i termini di grado supe- 
riore al primo rispetto a v, v', v", ec. 

Essendo queste ultime quantità piccoiissime quando le osser- 
vazioni sono suf&cientemente esatte, « potrà essere trascurata 
e porremo soltanto: 

(2) x=}c + xv + >l'v' + x"v"+ 

Ora, siccome le quantità v, v', v", . . . sono tuttp ridotte al mede- 
simo peso, cosi chiamando f. lo scostamento medio di j: e ;• Io 
scostamento medio di r, v', v", ec, avremo, in virtù del § VII, 

f.,' = f.'(x' + /'H- >='" + ..) 
ed il peso di x sarà : 



i 
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Se ora vorremo determinare tra le tante espressioni di x della 
forma (2) quella che ha il maggior peso, renderemo P un mas- 
simo, e quindi 

x« + x'« -I-. x"« 4- . . = wn minimo. 

Per trovare il sistema di valori di /., x', x", ec. che rende [x*] 
un minimo, ragioneremo nel modo così elegantemente svolto da 
Gauss nella sua Theoria combinationis ohservationtim minimis 
erroribus óbnoxiae. 

Poniamo dunque: 

,ox ì bv+b'v' + b"^'-+-b'"v"'-^.,=ri 

Le quantità ?, >7, ?, ec. saranno funzioni lineari di a;, y, e ^, e si avrà: 

H = (aa) :r -h (a&) y H- (ac) ^ H- . . + (aZ) 
(3 MB) ) ^={ab)x+{bb)y'^'{bc)z + ..-^{bl) 

Espressioni nelle quali si è fatto 

aa -h a' a' -h a V + a'" a'" + . . . = (aa) 
a6 -+- aV -f- a'^" + a"'b"' + ..—{ab) 
ec. ec ; 

conformemente alle notazioni di Gauss, che abbiamo già adope- 
rate antecedentemente. 

Il numero delle quantità ?, ^, ^ ec, è uguale al numero delle 
incognite Xjy,z ec; si potrà dunque, per eliminazione trovare 
un'espressione della forma seguente: 

a:=^ -h (aa) ? -h (aj3) >j -h (ar) ?■+-.. , 

e vedremo più tardi la ragione per cui i coefficienti furono rap- 
presentati con (aa), (ajS) ec 

Se nell'espressione così ottenuta di^ si sostituiscono ì valori 
di f , V7, K ec. dati dalle equazioni (3), tale espressione dovrà essere 
sodisfatta identicamente, per cui, se si pone : 

a (aa)-h6 (aj3)H-c(a7) + .. = a 
/.x T a'(aa)-|-ò'(aj3)-+.c'(ar) + .. = a' 

^*^ ^ a"(aa) + 6"(aP) + c"(ar) -f- . . = a" 



lì avrà identicamente 

5) x:= A-\- »v + k'v' -t- ar"v" -ì- 

Questa espressione ìndica che tra i diversi sistemi di coeffi- 
lienti X, x', x" ec, si deve contare il sistema 

Sottraendo l'equazione (5) dalla (2) si ha: 

(^^»)v+(x' — »')v'-h(>^" — *")v"-ì-..~A — k; 

ì tale equazione essendo un'identità, cosi essa implica che ì coeffi- 
cienti di X, y, z, ec. sieno nulli, per cui : 

(«_»)« + (/_«') rt'+(^"_«")a"+..=o 

(x-ct)6 + (x'-«')6'+(»"-*")J"H-.. = 
(*-(x)c +(/-«') e' H-(x"-»")c"H--- = <' 



Aggiungiamo membro a membro queste equazioni dopo averle 
moltiplicate, rispettivamente, per (*«), («0), («r). ec, avremo, in 
virtù del sistema (4) : 

«(x — «) + a' (»' — «')+«"{«" — «") + ■. =c, 

cioè 

,.«4.x'"+»««+„ — »'+a"+a"«H. . ^^x - a)'+(x'- a')'-Kx"- «")'+..., 

per conseguenza, la somma f »'] avrà il sno valore minimo quando 
BÌ avrà 

x:=et, x'^«', x"^a", ec... 

Onesto valore minimo si otterrà nel modo seguente : 

L'identità (5) ci fa vedere, uguagliando ad 1 il coefficiente 
dj X, ed a zero quelli delle altre incognite, che : 



(6) 



' aDi+aVH-aV+..=l 
I 6«-|-6'«' + 6"a"H-..i=0 
I (;« + c'«'h-c"*" + ..=0 



Moltiplichiamo queste equazioni, riepettiTamente per (aa 
(a^), («r) ec-, e sommiamo ; avuto riguardo alle equazioni (4 



§ XXVII. 

Da quanto precede si scorge che la ricerca del valore plat 
sibile dell' incognita x ai può far dipendere da una combinazioi 
delle equazioni (1), della forma 

*o -V- « V H- x'V + . . . = 0, 

nella quale si ugnaglierà all' unità il coefììcient« di x ed a zei 
i coef^cienti delle incognite che si vogliono eliminare. Ciò fornii 
un sistema di /> equazioni a i incognite, analogo al sistema (6 
insufficiente perà a determinare i coefficienti k, *', x", . . . 
Ma se sì aggiunge la condizione 

K« _i_ k'« _i_ k"» _l_ . . . ^ minirM), 

il problema diventa determinato, e si cade sul sistema di vaio 



trovato nel paragrafo precedente. 

Tale sistema corrisponde ad 2:=^, ed in virtù della ogni 
glianza 

ar=^+(**)?-H(a;3)«4-(aT)C + ..., 

si ottiene anche 

5=0, „=:(j, ì:=o,... 

Essendo risolte queste equazioni rispetto ad x, si otterrà, pi 
quest' incognita il valore più plausibile, ed il peso di quesl 



Ri^ponando sulle inc<^it« y ^ b ec., come abbiamo fati 
per X, otterremo i loro valori più plausibili che anch'essi 
ricavano dalle equazioni 

E^O, 1=0, ?^0,..'.. 
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la somma 



^dS 2„ = ^ 2!:=— 
(ir' dy' dm'' 



ri di X, y, e, ottenuti iigoagliando a zero %, n, ;, ec. 
uantità S un minimo. Mettendo_nel valore di S 
e. i loro valori 4 Vp, ^' Vp', A"\/p"... ec., avremo: 

=:j) 4' -hp'i.'* -hp" A'" 4- . . . = tt« minimo. 

ìipio dei minimi quadrati. 

e avere un criterio relativo della bontà di ciascuna 
lazioni, bisogna dedurre dalle equazioni (3) i valori 
che avranno la forma seguente : 

a;=^+(«a)5+(*ja)«+(«r)t+.. 

J,=B+(^«)5+(0^)14-(A)')!-^- 

«=C-i-(r«)5-h(T(3)^-i-(rr)?-i-- 

>lausibili delle incognite x, y, e, ec. saranno A, B, C, 
rispettivi saranno : 

1 1 1 . 

dio: 

MV^p(a«) = m Vp[(«» ) = »»" V?T*«) = ■ ■ • 

»« VjP ( rr) = M» Vi»' (rr) = '""V^tt) = • • ■ (*) 

iss, rAeorta conibinationis obsei-valion 



§ XXVIII. 

Le equazioni i^o, w = o, K^^o... si risolvono sotto la 
forma {3 *'■) del paragrafo antecedente e vengono chiamate equa- 
zioni normali. 

Poniamo di nuovo dette eqiiazioni BOtt' occhio onde studiare 
la loro forma. 



(3«') 



^={aa)3:-\-{ab)y + (ac)z-h..-h(.ar) = 
fl — (a6) a; >f- (65) j/ + (6e) « + ..-+- (iO = 
5 = (([c)a;-f-{ic)y + (cc)«+..H-(cÓ- 



L' esame di esse ci mostra che, a partire dai termini che 
hanno un coefficiente quadratico come (_aa), (bb), (ce), ec. 
i coefficienti che si trovano a destra sono i medesimi che quelli 
che si trovano sotto il coefficiente quadratico che si considera; 
il che si esprìme col dire che le equazioni normali hanno una 
simmetrìa diagonale. 

Tale proprietà permette di scrivere le equazioni (3^'') nel 
modo seguente 

(aà)x-i-(ab)y'^{ac)z-\-..-\-(al)=0 

{66)y+(;.c)5H-.. + (òO=0 

(cc)^+..-F-(c?)=0, 

dove i puntini rimpiazzano ì coefScienti che son gi3 

scritti orizzontalmente nell'equazione immediatamente superiore, 
a destra. 

Si vede altresì che il numero dei coefficienti (aa), (ab), (ac), ec 
è minore di quello che sembrerebbe a prima giunta. Evidentemente 
il numero dei coefficienti delle equazioni normali è ?i^^ — '- ■ 

Se nell'equazione 

si pone per 5, v, K, i loro valori dati dalle equazioni (3*'"). « che 
poi si uguaglino a zero i coefficienti di y,z, ec. ed all'unita 
quello di x, ai avrà 



(8) 



(o«) M + (o J) M) + M (.r) = 1 

I (a6)M + (Si)(.ffl + (òt)(»r)=0 
I (at)W + (6c)(.(3)+(M)(.r)=0 



'^ 



sione di queste equazioni ci dà il valore di (sto.) e 

. peso T — r dell' incognita x. Queste equazioni si chia- 

Eilcuni equazioni del peso. 

i notare che queste equazioni hanno i medesimi coefS- 
e equazioni (3 ''<*) e ne differiscono soltanto nel tennine 
e equazioni (8) ei ottengono dunque dalle (3 '■'■) met- 
invece di (al) e eero invece di (bì), (ci) ec, 
iamo: 

ff=5+(^)5+(j5^)i+(Pr)!-f-.. 

di 5, 1, K mettiamo i loro valori (3 *'■), avremo un' iden- 
quale bisf^nerà che sia uguale ad 1 il coefficiente di y, 
^uali a zero i coefficienti delle altre incognite, il che 
À alle equa2Ìoni seguenti : 

I (a6)(^) + (ft6)(PA) + (èc)(^) + .. = l 
) (ac)(/3«) + (6e)(j3p) + (cc)(;37) + ..=0 



equazioni sono come le (8), con la differenza che qui 

ia quella che ha per termine cognito l'unità. 

ragionare cosi per le altre incognite. 

è siamo in grado di determinare non solo il valore 

delle incognite ma altresì il loro peso. 

lipenderà dalla risoluzione delle equazioni normali, di 

ave spiegheremo il metodo pratico. 



§ XXIX. 

imo j3, ^', P", dei coefficienti che relatìvamente all' in- 
rappresentano ciò che i coefficienti a, a', a", rappre- 
petto all'incc^nita x. In questo caso, per analogia, alle 
[i) del g XXVU, avremo; 

[ a{jSa)-t-fc03^)-(-cOr)H-.. = P 
\ a'(M + '»'0^) + c'(^) + .. = ^' 
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e si avrà identicamente 

Analogamente a quanto si è detto rispetto ad x, si avrà: 

60+6'/a'+6"/3"+..=l 
c0+c'0'+c"/3"-f-..=O 



C!ome pure si avrà (Vedi 'fine del § XXVII) 

2«» = (aa), 2A*=(m.... 

Moltiplichiamo i valori di a, oJ, oì' ... nelle equazioni (4) del citato 
paragrafo per J3, ^', /3", ec., e sommiamo ; avremo : 



Moltiplicando i valori di /3, /3', ^", ec. delle equazioni (4 ^) per 
a, a', a", ec, e sommando, si trova : 



per cui sì ha 

Si troverebbe analogamente 

ly^={rr\ 2«r=(«r)=(r«), 2^=(/^)=(riS), ec. 

Il che giustifica le notazioni adottate nel § XXVI. 



§ XXX. 

La legge dei minimi quadrati, che nei paragrafi XXVI e se- 
guenti, abbiamo trovata indipendentemente dal calcolo delle pro- 
babilità, può essere immediatamente dimostrata, se si ammette 
la legge di possibilità 

10 



Jà 



1 



V-L, V'-L; V"-L", ec. 

KXVI). Secondo la lef^ge ammessa, se si chiamano 
!c. le precisioni rispettive delle determinazioni 

r=L, V'=L', r'=L", ec., 









ìc. essendo proporzionali alle probabilità degli errori 
Qbabilità. della loro coesistenza sarà proporzionale ad 
«tt'M"«"'...=^^:^^c-*'i'-*"4'*-»"'*-'— , 

i massimo se si porrà 

/*' i' + A" 4" -+- A"' 4'" -f- . ■ = minima. 

ìcisioni sono proporzionali alle radici quadrate dei pesi, 
rà pure 

p 4' -+-p'4" -\~p"\" • + . . = minimo. 

ì modo si pud ritroTare 

dS „ dS „ dS 
dx da de 



ricadere sui resultati dei paragrafi precedenti. 
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Si ha infatti 

^T-=at;-f-aV4-aV -4-.. =| = o 

2 rfy 

2 a^ 
e quindi le equazioni notmali (3^*") scaturiranno immediatamente. 



§ XXXI. 

Abbiamo vi^to il modo di determinare il peso e l'errore medio 
delle incognite x, y, z ec, ma non sappiamo ancora determinare 
l'errore medio 

l».=my/p=fn!\/p'^=^Yìfi'\/^'=., ec. 

dell'unità di peso. Questa ricerca formerà oggetto del presente 
paragrafo. 

Prendiamo le equazioni (1) del § XXVI, cioè 

Supponiamo di conoscere i veri valori di rr, y, ^r, ... ; in tal caso 
le quantità v, v\ t/', ec. rappresenterebbero i veri errori, e si 
avrebbe, chiamando [>. l'errore medio: 



=VH. 



Ma il metodo esposto nei paragrafi precedenti non ci ha dato 
per le incognite x, y, z, i veri valori, bensì i valori plausibili, 
i quali danno per v, t;', v'\ ec. dei valori >, >', 3^", ... tali che si ha : 

X« 4- >'* -f. V'^ 4- . . . = minimo. 

Poiché [>'] è un minimo, ne nasce che se nel valore di [i po- 
nessimo invece dei veri valori di v, v\ rJ\ ec. i valori >, >', >", ec, 



;':T- -,, '^ -,■' ^ , 



1 
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avremo per /* un valore troppo piccolo. Chiamiamo p' questo 
valore, avremo 






e si ha sempre f*>F'. 

Si tratta dunque di trovare una relazione tra il valore di p' 
e quello di p. 

Per tal fine scriviamo il valore di [t;*] sotto una forma che 
faccia scorgere la sua differenza da [X']. 

Moltiplichiamo perciò le equazioni (1), rispettivamente per 
Vy v\ v'\ e quindi addizioniamole membro a membro, avremo : 

[v*] =x\av -+- aV-h a' V'-l-..] -f-y [6r -f- 6 V-f- 6 V'-h..] 
Ma abbiamo, in virtù delle equazioni (S), 

quindi, 

Abbiamo d'altra parte in virtù delle equazioni (7) 

rc=J.-f-(aa)54-(a^)»-+-(ar) ?"+--. 
y=-B+(«/^)5+'(^iS)>J-+-(/^)« 



sostituiamo dunque questi valori di x^ y, z^ ec. nelle equazioni (1) 
ed avremo: 

Ar\- (oa) l + (ajS) fi -+- (ar) ? 4-..] -*- h [B-h (ajS) g + (^jS) »» -f- (/3r) ? -h..] 4-..+ 1 

Ordinando i secondi membri rispètto a f , >?, S ec, e riferendoci 
alle equazioni (4) e (4^^), avremo: 



V =a 



«; = a? -h ^>» + y? +...-hX 
t;'= a'g 4- ^'>? + /? 4- . . . -f. X' 
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Ora portiamo questi valori delle v nel secondo membro del- 
l' equazione (9) ed avremo: 

(9W-) [^;«]=(a;+^a4-^V+^a''+.05+(y4-^^^-•F/5'^-^/3''-^..)>^ 
Ma è facile dimostrare che si ha: 

Za4-?a' + r'a" + ... = — ^ 



Infatti si ha identicamente a;=^H-at?"i-aV-f-aV' ; ora, se 

mettiamo per v, v', v", ec. i valori dati dalle equazioni (1) 
ricaviamo, oltre alle equazioni (6) precedentemente trovate, 
r uguaglianza 

Ragionando allo stesso modo per l'incognita y, si avrà 

JB-i-l^'hr^''hI'^"'h..—o; 

e così di seguito. 

Dunque la relazione (9 ws) diventa : 

La somma il\ è uguale a [>*]; infatti, se in questa equazione 
facciamo x=A, y=B, z=C, ec, le v si cambiano nelle > e le 
quantità li ^i ^ ec. si annullano ; rimane perciò : 

[>»] = Zx 4- V\' + TV -+- r\'" + . . = 2 n. 

finalmente avremo: 

[^;«]=(a?-^)g + (y-.B)>,^-(^-C)S + ..^-[^^, 
da cui 
(10) [x«] = [i;»]-(a;-.^)54-(y«5)>,-h(^-C)?-h... 

Si vede chiaramente che [>'] è una funzione omogenea del se- 
condo grado degli errori v, v\ v", v"\ ec; questa funzione per diversi 
valori delle v potrà essere maggiore o minore ; troviamone dunque, 
con le regole esposte al Capitolo I, § VII, il valore medio. Noi 
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otterremo questo valore col sostituire ai quadrati r* il loro valore 
medio /** e col trascurare i doppi prodotti vv\ v'v'\ v*v"\ ec., il cui 
valore medio è nullo. 

Ciò posto, il termine [«?'] diventa uguale a rsi/.*^ vediamo un 
poco che cosa diventa uno degli altri termini, per esempio 

{x — Ail. 

Si ha 

moltiplicando membro a membro avremo: 

.. -f- termini in tn/, t/t/', ec. 

Il valore medio, secondo quello che si è detto precedentemente 
sarà dunque 

(aa H- a! od -f- a"a" + . . .) f** ; 

ma aa-4-aV4-aV'4-.. = l, (Vedi § XXVI, equazioni 6); dunque 
il valore medio di (x — A)^ sarà uguale a p.*. 

Si dovrà dire lo stesso di (y — B) >7 e di (^r — C) ?, ec. Cosicché, 
le quantità x, y, 0, ec. essendo in numero di p^ avremo: 

ed infine 

t» — p ^ — p 

Nel caso di osservazioni immediate in numero di n si ha 
a=n, /> = !, quindi 



n — 1 



che è il valore trovato al § XXV. ^ 

Ora, se rammentiamo le relazioni v = A \/p, v' = a' \/p\ 
t;"c=A"\/p ec, e chiamiamo S, 5', S" ec. i valori delle A che 
corrispondono ai valori plausibili delle incognite x, y, z, w..., che 
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danno, t?=>, v'=)/, v"='k'\ ec; avremo OT = [l>^T ed il valore 
dell'errore medio sarà 

(u) ■ ,=VE3. 

Quando il numero delle equazioni è uguale a quello delle inco- 
gnite, le equazioni sono rigorosamente sodisfatte e le quantità 
A, a', a'', ec. saranno nulle; d'altra parte essendo » = />, il deno- 
minatore del valore di /« sarà anche uguale a 0ero, sicché si avrà : 

' 0' 

e deve essere così, poiché se il numero di equazioni é quello 
strettamente necessario per la determinazione delle incognite, 
non si ha controllo e non si può avere alcun criterio per giu- 
dicare della bontà del resultato. 



§ XXXIL 

I coefficienti delle equazioni normali (3^^ del § XXVI) sono 
costituiti da somme di quadrati e di doppi prodotti dei coeffi- 
cienti delle equazioni lineari che si devono risolvere. 

Così si ha : 

(aa) = aa 4- a' a' 4- a" a" 
(ac) = ac + a'd -h al'd 



(aO = a?-+-aT-haT-h.. 



Il numero dei coefficienti {aa\ (ab\ (ac) ec, lo abbiamo 
visto al § XXVIII, è 



essendo p il numero delle incognite. 

Tali coefficienti si possono ottenere con un metodo relativa- 
mente speditivo suggerito da Bessel. 

Infatti, i simboli (aa\ (66), (ce) ec. esprimono somme di 
quadrati i quali si possono avere da tavole abbastanza estese 
che contengono i quadrati dei numeri. 



I della forma (ai) si possono ugualmente ottenere 

i quadrati dei numeri. 

ha 

i 
(^fr)-^ 2(a + ^)'-2(«-&)' . 

oUa può convenire di adoperare i logaritmi, con 

seguenti suggerite da Endce : 
imiucia col riempire la seguente tabella : 



della. I. . 


logl 


%f 


hgl' 


log!" 


:ienti di x. . 


Imi a 


fo,a' 


ltig<i' 


log a'" 


a- ■ 


hgb 


hgb' 


hgb" 


hgV 


z. . 


ìogc 


%c' 


hgf 


ìogif 













nargine inferiore di un foglio di carta si inscrivono 
, lag a", ec. in modo che possano corrispondere alle 
. tabella log a sopra hg l, log a' sopra log V, log a" 
ìc... Sommando i due logaritmi che sì corrìspos- 
nente si ottengono i logaritmi degli al, a'V, a!T, ec. . . , 
indere di un gradino il foglio di carta in modo che 

corrispondano con i loro omologhi, e fatte le somme 
mtemente, si avranno i logaa, log a' a', loga'a", ec..., 
jndere ancora una riga sotto, per avere i diversi 
linuare a discendere fino al fondo della tabella 

cosi tutte le moltiplicazioni per le a. 
ivere parimente i vari log b sul margine inferiore 

di carta e ripetere rispetto alle b le operazioni 
S cosi di seguito per gli altri coefficienti, 
ire dai logaritmi ai numeri (*) ed eseguire le somme 
gli (an, {bl), (cJ), .. {aa\ {ab) ec. 



'erlire che accanto ai logarit 
ti. Nelle somme di logaritn 

nnmero pari di n si elide, i 
l'indicazione n. 



li dei numeri negativi 
i, come pure nelle 
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§ xxxin. 

Dobbiamo ora indicare il metodo semplice quanto elegante 
col quale Gauss ha risolto k eqìmzioni normali 

5=0, >?=o, {=0,... 

onde determinare i valori delle incognite x, y, z,... 
Riportiamo qui le equazioni (3^8) del § XXVIII: 

Ig = (aa) a; -+-*(a6) y 4- (ac) j8^ -h . . -f- (aO = 
>, == (afe) iz? + (66) y + (6c) ier -+- . . -f. (60 = 
K={ac)X'^'{hc)y'\-{cc)Z'^.. + {cl)^=o. 

Moltiplichiamo la prima di queste equazioni per ^^ e sot- 
tragghiamola membro a membro dalla seconda, poi moltipli- 
chiamo la prima equazione per ^^ e sottragghiamola membro 
a membro dalla terza ; avremo : 

[(»c)-g^M>H-[«-Ww].H-W-^(ai)=o. 

Equazioni nelle quali si riscontra la medesima simmetrìa 
diagonale che esiste nelle equazioni normali. 
Gauss pone 

(66)-|£|(a6)=(W.) 
(*''>-(§(«^)=(^^'> 



(''^)-(S(«^ = ('^^')' 



e così le equazioni precedenti diventano: 

(66.)y4-(60^+(Wi)=^ 
(6c j y H- (ce j z + (rfj = 0. 



11 



'^ 



Operando su queste equazioni come Bulle equazioni normali, 
potremo eliminare y. Perciò moltiplichiamo la prima equazione 
per jj-rl e sottragghiamola membro a. membro dalla seconda, 
avremo : 

[W-!|||(»0].+«).-§^H=o,- 
poniamo, Becoodo Gauss, 

(«.)-|^P>t.)=(a.) 

avremo 

Non occorre andare oltre per scorgere la legge con la quale 
ai formano i coefficienti delle equazioni che si ottengono di mano 
in mano che si elimina una incognita. 

Avremo infine: 

l («e,) 
fili !„ + (*«.). ,W)_. 

\ [aa) (aa) {aa) 
La quantitàr 

si può scrivere sotto una forma che conduca subito alle equa- 
zioni (11), le quali si possono scrivere come segue: 

15 = {aa)x + (ab) y + {ac) s + (al) = o 
r,^^{bb.)y-h{bc,)z-h{bl.)=o 
i;, = lceÌ)s-\-lcl,) = 0. 

Infatti elevando al quadrato le equazioni (1) avremo: 

S=ill)+2(al)x~t-2{bl) y-h2{cl)g 

+ (aa)x'-i-2iab)xy-i-2{ac)xz 

-h (bb)y'-^2{hc)yis 

■ H- icc)z'. 
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m 

Sottraendo da questa espressione il quadrato di S diviso 
per (aa), avremo: 

[(.o)-g|(«.)]^; 



vale a dire 

(aa) 

+ (bbi)f-h2(bc,)yz 

Sottraendo ora yrì-x^ ^ tenendo le consuete notazioni, si ha 

(bb,) 

Sottraendo quindi rr-^, avremo, analogamente, 

[CCt) 



da cui 



^=(k)'^m'^èò'^^^'^' 



. La quantità iS* sarà un minimo per l = o, »i=o, (i=o e si 
avrà per valore del minimo 

od in generale, se jo è il numero delle incognite si ha 

[U]=(//p), 

e l'errore medio sarà 

"a — p ^ zs — p 
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ito al valore di (Up), esso è focile a calcolare ; infatti si ha 

(^M, (K.)=(«.)-||(i«, TO=W)-|gw) 

ricava 
irale 

''^-^"^ M PO (1^ (d^ -"^ 

10 visto al § XXVin il modo di ottenere il peso di 
ita, e per eseinpio, con la risoluzione di equazioni che 
SCODO dalla equazioni normali ee non per il valore del 

Ignito. 

vuole, per esempio, it peso di e si devono risolvere 

ai 

{aa) («r) + (ab) (M + («e) (rr) = 

(ab) («r)+ W (Ay)+(ftc) (rr)=o 

(ac) (*r)-+-(6c) (M-h(cc) (rr)=l 

(1x7) e (/^) fra queste tre equiuioni si ottiene 

(%)(rr)=i; 

-r— ^ esprime il peso di e, così si conchiude che < il peso 
ynita che si tiene per ultima neW eìiminaeione delle 
normali è precisamente uguale al numeratore della fra- 
esprime il valore dell'incognita stessa. > 

teorema ci fornisce un nuovo metodo per la determi- 
)1 peso delle incognite. 



§ XXXIV. 

ema segnente riassume con ordine le operazioni snc- 
e occorrono per la risoluzione di equazioni normali 
a: 

(an) = (aa)x-\-(ab)y~h(ac)e + (ad)v 
(bn) = (ab)x-ì-(bb)fj-h(bc)s-hibd)v 
(cn)^^(ac)x-i-(bc)y-i-(cc)0-t-(cd)v 
ldn)=iad)x + ibÓ)y-i-(cd)ji!-^ldd)v. 



? 



fi 
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gazione 1' Sopra una linea orizzontale ai scriTono 
) ì coefficienti delle equazioni normali, cioè (om), (an), 

{ad), (bn), (bh), (tt), (bd), {cn), (ce), (ed), (dn), (ad). 
otto i coefficienti della prima equazione normale si 

loro logaritmi. 
'a tutti questi logaritmi si sottrae il log (aa) e si otten- 

i hg^P\, logi^^, hgi^,, hgi^^,cbosì^edom 

(aa) " (aa) " (aa) " (aa) 
iella tabella. 

1 un foglio di carta separato aggiungo log (ab) al ìog ^^ 

(aa) 

og \ — i (art). Cosi pure smungo log (ah) a hg ) — { , ed 
(aa) \.<^<'') 

— l{ab). Aggiungo ancora log (ab) al ^o^p^ ed al 

per avere cosi log p^ (ah) e log p-4 (ab). 

pure sul medesimo foglio separato aggiungo hg(ac) 

', a log\^., a %^, onde avere log^Aan), 
I (aa) "(aa) (aa) 

^c),Bl09^^{ac). 
yaa) 

igo poi ìog (ad) a log^^ ed a hg^-( per avere 
(aa) ((*<*) 

im) Blogp^^ (ad), 
(aa) 

)i tutti i logaritmi così ottenuti cerco i numeri corri- 
e li metto col segno cambiato nella tavola, rispetti- 
sotto (bn), (bb), (br), (bd), (cn), (ce), (ed), (dn), (dd), 
e i (6»,), (66,). (iC'h {Ixl.ì, («).X (ce,), (ed.), (dn,), (dd,), 
loDO inscritti in ordine nella tabella, 
sono i coefficienti delle equazioni 

(bn.)=(bb.)y~h(be.)z~i-(bd,)v 
(en, ) = (hc,)y -+■ (ce, )z-\-(ed,) v 
(dn,) = (bd,)y~h (ed,) z -¥ (dd.) v ; 

lanno forma simile alle equazioni normali, 
icederà sa questi coei^cienti come si è fatto su quelli 
azioni normali ; cioè : 

lotto i coefficienti della prima delle equazioni si inseri- 
rò logaritmi, cioè log (bn,), log (66,), log (bc,), hg (bd,). 



- 87 - 

7* Da tutti questi logaritmi si sottrae log (bb^ e si otten- 
gono i log >^*| , log ^j^ , log ^r^ » che sono segnati nella tavola. 

8* In un foglio separato si aggiungono i suddetti logaritmi 
a %(60» e log(bd,)j onde avere %k|^(^wOj ^^^ fj|4 (*^')' 

9* Di questi logaritmi si cerca il numero corrispondente e 
si inscrive col segno cambiato al posto rispettivo della tabella, 
cioè sotto cni,mcCi, cdi, dn^ ddi, onde avere i coefficienti (cw,), 
(ce), (ed,), (dw,), (c?d,), che sono inscritti nella tavola, ed appar- 
tengono alle equazioni 

( cn,) = ( CC^) ;8f -h ( cd^) V 

(dn^) = (cd^) z 4- \dd^ v. 

10* Si procède su queste equazioni come sulle equazioni 
normali ; cioè : 

Sotto i coefficienti (cw,), (ce,), (cd^ della prima equazione si 
inscrìvono i rispettivi logaritmi. 

11* Da tutti questi logaritmi si sottrae hg (cc^ e si inscri- 
vono nella tabella i log J-^, log ^. 

12* In un foglio separato si aggiunge log (cdt) ai due loga- 
ritmi suddetti, onde avere log p-^ (cwj e hg f^-^ (cd^). 

\ CC% ) \ CCi ) 

13* Di questi logaritmi si cercano i numeri corrispondenti 
e si pongono col segno cambiato rispettivamente, sotto (c?n,) 
e (dd,), onde avere, (dw,) e (dd,), che sono i coefficienti del- 
l' equazione 

(dw,) = (dd^) V, 
14* Da quest' equazione si ricava 



V 



idd.r 



Quindi nella tavola stessa sotto (dw,) e sotto (dd^) scrivo i 
rispettivi logaritmi. Sottraggo il secondo dal primo ed ho 

log y^jl = log V, che si vede inscritto in fondo della colonna dn 

del quadro. 



Ora porto il logaritmo di v nella colonna immediata- 

onde ottenere logv)!^. 
(ce,) 
Ma abbiamo : 

(c»,)_ (»<(0 



irendo i numeri corrispondenti a log y-*^- elogvy 



^(cc.) ^ ice) 
ro questi numeri, il secondo sotto il primo, ai piedi 
nna intestata cn. Avrò cosi il valore ài e ; del quale 
logaritmo. 

Porto hg v sotto hg jrÀ , nella colonna intestata {hd) ; 



nella colonna intestata he. Formerò 



agi Botto M 

Ma abbiamo 

(iti,) = (».)j+(Sc,)»+W)''i 

' (555 P3 (».)■ 

prendo i numeri corrispondenti a fo^^r^L fcff^Jf^^, 

I e li metto per ordine uno sotto l'altro nella colonna 
Im. Formerò così il valore di ^ ; di cui cerco poi il 



! BOtttì hgy^, 

(ad) 

ai) 



,(ad) (oc) (ai) 
(<w)' '(<»)' "(oo)- 



^W 



nella colonna intestata (ac); porto fo^ry 



(aa) (aa) (aa) (aa) 

Dunque inserirò nella colonna intestata (an) i numeri corrìspon' 
denti, e riesco cosi a formare x. 

Le equazioni del peso, cioè le equazioni (8), (8*'"), (S'") hannc 
gli stessi coefficienti delle equazioni normali, e ne di£reriscon( 
soltanto nel termine cogito; cosicché, nella risoluzione di esse 
gran parte dei calcoli si possono risparmiare perchè già eseguiti 
per la risoluzione delle equazioni Dormati. 



Degna di matura riflessione è la quìstìone della precisione o 
del peso da accordarsi alle varie determinazioni V=L, V'=^L', 
V"=L", a cui corrispondono le- correzioni 

r-i=4, V'-L'=A', r'-i"=i"... 

Fino a tanto che le quantità V, V, V", devono essere diretta- 
mente osservate, la determinazione della loro precisione e del 
loro peso rientra nei casi contemplati nel primo capitolo ; ma la 
quistione acquista maggiore difficoltà quando i valori V:=L, 
V'!=L', V"^=L", sono funzioni di osservazioni che entrano 
nella composizione dei coefficienti numerici delle equazioni da 
risolversi. 

Due esempii varranno a mettere in chiaro questa distinzione. 

Supponiamo di dover determinare il valore in secondi di arco 
di una divisione di un livello a bolla d' aria. Operando come 
Bessel, fisseremo il livello al cannocchiale di un circolo meridiano 
di un teodolite dì grandi dimensioni e daremo varie inclinazioni 
al cannocchiale, le quali saranno determinata dalle letture fatte 
sul circolo verticale. 

Ognuna di queste letture rappresenterà l' inclinazione del 
livello, più una correzione costante x indicante la posizione 
iniziale. 

Chiamiamo y il valore di una parte di livello, » la lettura 






I - - r 
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del livello, cioè la inedia delle letture degli estremi della bolla, 
sia V la lettura fatta sul circolo ; si avrà in generale 

x~hny= V 

e di questa forma saranno tutte le equazioni ricavate da ogni 
singola osservazione. Come si vede, in questo caso, la quantità V 
è direttamente osservata e la determinazione del suo peso non 
presenterà difficoltà. Si riterrà che ogni osservazione abbia per 
peso r unità e quindi tutte le equazioni saranno trattate egual- 
mente. (*) 

Ma la cosa sarebbe diversa se si trattasse per esempio di 
determinare mediante osservazioni ripetute i coefficiei^ti di una 
equazione 

f(x, y, a, 6, c) = o 

esprimente la proiezione sul piano di tiro della traiettoria di 
un proietto. Quivi le osservazioni sono a; ed y e le incognite 
sono a, 6, e. 

Supponiamo che sieno posti a varie distanze dei dia&ammi 
contro i quali venga a colpire il proietto. 

Per ogni colpo e per ogni diaframma si avrà un valore di x 
ed uno ài y ì quali valori, sostituiti nella equazione della traiet- 
toria, ci daranno una equazione di condizione. Ripetendo le espe- 
rienze si potranno avere equazioni in numero sovrabbondante, che 
trattate con il metodo dei minimi quadrati ci daranno i valori 
più plausibili di a, 6, e... 

Ma la difficoltà nelP applicazione del metodo dei minimi qua- 
drati consiste nella determinazione del peso da darsi alle singole 
equazioni. 

Supponiamo che alla distanza x'=iy dalla bocca a fuoco, 
si abbia y=y^ :, alla distanza oi''='iy\ y=y'\ e così di seguito. 
Avremo le equazioni: 

f{x\ y\ a,6,c)=o=A 
/^,N i f{x\y\a,l,c) = o=^' 



Se accordassimo ugual peso alle osservazioni fatte a distanze 
diverse, ci basterebbe porre la condizione 

A* -+- A'* -\- a"* h- . . . = minimo ; 

(*) Ritorneremo su questo problema speciale nel Capitolo IV. 




, ; — 
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ma è evidente che, a parità di circostanze, le determinazioni 
dell'ordinata y fatte a distanze maggiori dalla bocca a fuoco 
presentano una maggiore incertezza, ed a priori si può dire che 
il peso delle determinazioni A, A', a"^... sarà una funzione decre- 
scente della distanza D. 

Se non che la forma della funzione di D, che esprime il peso 
non è assegnabile a priori e si possono su di essa fare diverse 
ipotesi più meno attendibili. 

Ma, a posteriori^ siamo in grado di ottenere calori approssi- 
mativi dei pesi. 

Supponiamo che contro il diagramma posto alla distanza Xq=D 
si sieno tirati n colpi che abbiano dato per y il valore 

n 

potremo calcolare 1' errore medio di y con i metodi esposti nel 
capitolo primo, perchè si è nel caso della media aritmetica. 

Sia dunque m questo errore medio e sia f quello di A, 
avremo (§ VII): 

essendo 

dy' 

Ma per avere questo valore di /*', è necessario di conoscere k, 
cioè il valore di -—- per x=Xq=D(*) ed y==y^* Bisogna dunque 

già conoscere un valore approssimativo delle costanti a, ò, e, 

A tal fine basterà determinare a, 6, e, scegliendo tre qualunque 
delle equazioni {m), ed i valori prowisorii così ottenuti per a, 6, e 
saranno in generale sufficienti per determinare un valore appros- 
simativo di jùt* e quindi del peso -j. 

Dal fin qui detto, si vede quanto sia delicata la quistione 
dell' apprezzamento del peso deUe osservazioni. Ogni caso speciale 
implica delle considerazioni inerenti alla natura del problema, e 
sarebbe cosa difficile lo stabilire delle regole a questo riguardo. 



(*) Il valore di a; è anche osservato, ma essendo esso la distanza del dia- 
framma dalla bocca da fuoco, la misura di tale distanza comporta errori tra- 
scurabili e la sua esattezza si può considerare come assoluta. 
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sono però delle avvertenze comuni a tutti i casi, dalle 
un coscienzioso osservatore non si deve discostare, ed 
i riassumono in un sentimento di perfetta neutralità ri- 
ai resultati dati dalle osservazioni e nell'assenza di ogni 
reconcetta. 



§ XXXVI. 

rmineremo questo Capitolo col risolvere un problema impor- 
cioè : < determinare il peso di una funzione delle quantità 
, . . ottenute con V eliminazione tra le equazioni normali. > 

U=F{x,y,z,...) 

iione di cui si tratta ; se le quantità x, y, z, fossero indi- 
iti tra di loro, la ricerca del peso di Z7 ricadrebbe nel caso 
;o al § VII del Capitolo I. Ma queste quantità x, y, z, ec., 
ler ipotesi legate tra di loro dalle equazioni norm^ e così 
)ssono più essere trattate come osservazioni indipendenti 

loro. 

'ò, se noi esprimessimo x, y, z, in funzione delle quantità 
', v'", delle equazioni (1), (§ XXVI) e sostituissimo i valori 
', z, così ottenuti nella funzione U, in allora questa funzione 
e espressa in v, v', v", ec, che sono quantità tra di loro 
ndenti. 

maturale che la funzione U può essere sempre considerata 
ineare poiché, ove essa non fosse tale, si potrebbero alle 
tà che la esprimono, sostituire valori approssimati, e quindi 
)are la funzione IJ rispetto a piccoli accrescimenti, le cui 
e superiori alla prima sarebbero trascurabili. 

dunque 

17= U,-f-LiX-hL^y-hL,z-+- 

sione di cui si vuol cercare il peso. 

tteremo per x, y, z, i loro valori espressi in funzione delle 

', ec. 

liamo visto al § XXVI che si può scrivere 



1 



quindi, soetìtuendo questi valori nell' eapressione di 17, avremo, 
desijipiaiido con K una costante, 

r=ÌH-(i,» +Z,^ -}-L,T +...)f 

4-(i.*'H-Ì,^'-hL.T' +...)«' ■ 

+(L,»"+i,^"+i,r"-f--)''" 



Ora che 17 è espresso in funzione delle quantità v, if, v", indi- 
pendenti tra di loro, ci troviamo nel caso gi& trattato al § VII del 
Capitolo I. 

Avremo pertanto, . 



dU 
dv 


A« +£,^ +i.r +■•• 


dU 
dv' 


i..'+i,?' + i.r'+- 


dU 

dv" 


L,."+i,^"+i,/ + - 



L'errore medio di U, che chiameremo fin, sarà dato dalla 
relazione (Vedi § VII) : 

'■ =LU) +(3?) +(3?') +■■■]'" 

essendo f* il valore medio di v, tf, ti', u"', che abbiamo imparate 
a calcolare al § XXXI. 

Il peso P A\JJ sarà uguale ad — j- , quindi, se il peso delle v i. 
preso per unità, avremo : 

i=(f )■-©'-©■-■ 

Mettiamo ora in questa espressione ì valori di 

dV dJJ dV 

dv ^ dt/' dv" ' ' 

trovati precedentemente, ed avremo : 

l=i.'(.a) + 2i.i,(»P) + 2i.£.(»T) + ... 

+ i,'W)+2i.£.03r)+... 

+ £.'(rr)+- 



l*. 



w 



^ 
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k*> ■ 

f-v- 



•i 



Poniamo, per abbreviare, 



(13) 



<?,= (aa)44-(a0)A 



(ar)A-f... 
(0r)AH-- 



ed avremo: 



i=Ae.-^Aft-^Ae.^-...=[ie]• 



Il nostro problema è dunque risolto, poiché le quantità 
(aa), (ajS), (ay), (^^), (/3y), ec, ci sono fomite dalle equazioni 
del peso (8), (8»»"), (8*")- 

Se però non si volessero risolvere le equazioni del peso, 
vi è un altro modo di calcolare le quantità Q^^ Q,, ^,, ec, 
senza che occorra conoscere i valori dei coefficienti ausiliari 

(aa), (a/3), (ar) OC. 

Basterà evidentemente risolvere le equazioni seguenti: 



(14) 



Li 
L, 
L. 



iab)Q,-i-(bb)g,-+-(bc)g, + ... 
iac)g,-hibc)Q,-+-{cc)Q, 



le quali non sono altro che le stesse equazioni normali in cui 
ai termini cogniti siano sostituiti, rispettivamente, L,, L„ L,. 

Infatti essendo risolte questo equazioni ed essendo espressi 
Qn Qii Qn ^c., in funzione di L^, Z„ L,, ec, si ottengono i 
valori di Q^, Q,, Q„ ec, dati dalle equazioni (13). 

Se sì suppone per esempio che la funzione IT sia U^=x, in 
questo caso si ha 

£,^1, Zi,^Z,=£,=ec. ..^0, 



quindi dalle equazioni (13) si ha 






(aa) 

(«^) 

(»r) 



perciò : 



L,Q, 
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■ 



V. 



e sommando 



p=[i«]=M- 



Cosicché il peso . di a; è 7 — r ; resultato identico a quello dato 
direttamente dalle equazioni (8). 



T" 



CAPITOLO TERZO. 

OSSERVAZIONI CONDIZIONATE. 



Sia in generale 

S=f(V',V",V"') 

una funzione da rendersi un massimo od w 

tità V, V", V" essendo assoggettate a sodisfare un'equi 

condizione 

X,=o. 

La cosa più naturale sarebbe di risolvere l' equazion 
rispetto ad una delle Tariabili, V" per esempio, e sosl 
valore cosi ottenuto nella equazione 

S=f{V',V",V"'). 

La fiinzione S non conterrà allora che le variabili 
denti V e V" e si tratterà soltanto di uguagliare a 
derivate di S rispetto a F' e V". 

Lo stesso dicasi se esistesse un maggior numero di ( 
di condizione. 

Ma generalmente sarà difficile ed anche impossibile 
naie le variabili mediante le equazioni dì condizione. 

La condizione di masBimo o mìnimo di S implica che 



inoltre l'equazione X,^^o, essendo .differenziata, ■ 
dV (ty d V" 



Se le variabili V, V", V" fossero affatto indipendenti, i 
lifferenziali d V, d V", d V", essendo arbitrari!, la prima equa- 

sione implicherebbe le tre~r^,=::o,^rT^^=o,TTT77,=o. 
^ d\' 'dV di'" 

Ma i Talori attribuiti a d V, dV", dV" debbono sodisfare alla 
seconda equazione; si dovrà dunque ricavare dV" da questa 
seconda equazione e sostituirlo nella prima, che non conterrà più 
;be dV e dV". Si uguaglieranno separatamente a zero i coeffi- 
;ienti di dV e di dV" e si avranno così due equazioni finite, 
;he unite alla equazione di condizione X,^o, daranno i valori 
li V, V", V". 

Se vi fossero due equazioni di condizione X,^o, X,=o, si 
ricaverebbero dV" e dV" dalle equazioni 

d\, ìTTi . «A, TjTii . W A, jtritr 

^dV-^^^^dV-^^dV =.0 

; così l'equazione dS^o non conterrebbe più che dV. 

Uguagliando a zero il coefficiente di dV sì avrebbe una 
equazione che unita alle X,^o,X,= o, determinerebbe V',V',V"'. 

Ma per l'applicazione alla compensazione delle ■ 
;i conviene trattare il problema in un modo più speditivo. 

Sia ancora da rendere massima o minima la funzione 



S=f(Y;V',V"\y-') 

sieno date più equazioni di condizione X,^^o, Xy'^o, X,^=o, ec. ; 
irmiarao le equazioni differenziali rfX,^o,rfX, = o, (7X,:^o..., 

moltiplichiamole rispettivamente per dei coeftìcienti arbitrari! 
;he chiameremo /, II, III, ec. ; aggiungiamole quindi all' equa- 
ione dS=o, ed avremo: 

dS+I.dX, + II.àX.'hIII.dX, + ..^o, 
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cioè 



(a) 






= 



I coefficienti I, II, III, essendo aflfatto arbitrarli, ne dispor- 
remo in modo che i coefficienti dei differenziali, che vogliamo 
eliminare, sieno nulli ; dopo di che si dovranno uguagliare a zero 
i coefficienti dei differenziali delle variabili indipendenti. 

I resultati così ottenuti saranno i medesimi come se si fossero 
considerate tutte le variabili come indipendenti, e conseguente- 
mente si fossero uguagliati a zero tutti i coefficienti di dV, dV", 
dV"',dV"", ec. 

Si avranno così insieme alle equazioni proposte tante equa- 
zioni quante bastano per determinare le quantità ausiliarie 
/, //, ///, ec, e le altre incognite V, V", Y"\ V"". 



§ XXXVIII. 

Premesse queste generalità, sieno v',v'\v"\v""^ ec, errori di 
osservazione, in tal caso si stabilirà che la somma dei loro qua- 
'drati sia un minimo, e si avrà 

8=v'^+v"^-^v'"^-hv""^-\'..=minimo; 

per cui, 

(*) \ dS= v'dv' + v"dv" 4- v"'dv'" + v""dv"" + . . = , 



1 

(*) Si sostituisce qui ^dS sl dS per far sparire il fattore 2 che moltiplica 
tutte le V, ed evidentemente ciò non influisce sul resultato. 
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ostitueado le v alle V del paragrafo precedente, le equazion 
danno, eguagliando separatamente a zero i coefficìen 

v', dv", dv'", dì/'", . . 

f/ +i^+n&+ni^+..=o 

dir dv' dir 



') 



dv dv dv 

dv dv dv 



dv"" dv' 

Le equazioni di condizione X,^o, X,^o, X/~o..., i 
inzioni di osservazioni V^', F„", V^'",.. le cui correzioni a 
spettivamente, v', v", ti'", ti"", — sia per esempio 

X,^.piV;-i-v', F/' + v", V,"'-hv"', Vr + v""); 
iccome nel caso attuale le v', v", v'", «"",.. sono quantità 
)lissime, co^ si potranno trascurare le loro potenze supt 
[la prima, e si avrà: 

l^=p{V,', Fo", F™, V^"")-ha'v' + a"v"-ha"'v"'-i-a""v"" 
onerasi : 

«.(f;, 7.", rr, F."o=(»"), 

avrà: 

X, = (an) -4- a' ti' -f- a" v" -+- a'" v'" -¥ a"" v"". 

Ragionando analogamente per le altre equazioni di e 
ione, avremo : 

X,=Q>n)-\'h'v''^h"v"-hh"'v"'+'b""v"'\ 
X,=(c»)+tf'ti' + c"ti"H-c"'«'"+c""ti"", 



Ciò posto, si avrà: 

dX. , dX. „ dX, ,„ dX, .,„ 

dv dv dv av 

dX, ,. dX, .„ dX, ,„, dX, ,„„ 
—-:=b, -^=:o', ——=() , —-^=0 

da dv dv dv 

dX, j dX, j, dX, j„ dX, j,„ 

di/ dv dv dv 
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quindi le equazioni (6) diventano : " 

I 1/ +«' 1-1-6' Zi-t-c' jn=o 



(e) 



' i-t-6" //4-c" 111=0 
" I-^b'" IT-ì-c"' 111=0 

""I-hb""II-f-c""in^o. 



Ricaviamo da queste equazioni i valori di v', v", t/", v"", e 
portiamoli nelle equazioni di condizione X,=^o, X^^o, X,^o,... 
ed avremo: 

X~(an)-{aa)I-{ab)II-{ac)IJI=o 
X,={bn) - (_ab) I- (66) II~ <bc) 111=0 
X,= M - («e) /- (6c) //- {ce) 111=0 ; 

cioè: 

(an) = (aa) J+ («6) IT-{- (ae) IJI 
(bn) = (ab) J-h (66) II -h (be) III 
(cn) = (ac) I+^bc) II -h (ce) III. 

Le quali non sono altro che le equazioni normali del Capi- 
tolo U, in cui per x, y, z, ec, vi è I, II, III, ec. 

Il caso delle osservazioni condizionate è dunque ridotto a 
quello trattato nel Capitolo precedente. 

Le equazioni (e) che danno i valori delle correzioni in funzione 
dei coeftìcienti ausiliarii I, II, III ec, si dicono correlate, ed i 
coefficienti ausiliarii I, II, III, ... i correlativi delle equazioni 
dì condizione. 

La formazione delle equazioni correlate è della massima faci- 
lità poiché ai vede come per l' incognita v' i coefficienti che mol- 
tiplicano i correlativi I, II, III, . . . non sono altro che i coeffi- 
cienti di t/ nelle equazioni 1', 2', 3', ec. ; e cosi per le altre 
incognite v", v'", v"", . . . 

Un esempio varrà a porre nella massima luce quanto è 
esposto nel paragrafo precedente. 

Si sono osservati i tre angoli di un triangolo e sì sono otte- 
nuti i valori A, B, C, a cui corrispondono gli errori v, v', i/'. 

Si ha in tal caso 

X.=A-i-S-\-C-i-v + v'-hv"-18(f=o. 

Ma i valori approssimati A, B, danno, per esempio, 
.4-fB-j-C— 180"=^, così si avrà 

X, = UH- r' -h r" -h i = 0. 



n 
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Jn questo caso si ha a=:a'^a"^l, 6=:^6':=i",,.=:o, 

Quindi avremo le correlate 

v-ì-I=o 
tf + 1=0 
i>"H-i = o. 

anendo questi valori di v, v\ v" nell' equazione di condizione 
'remo 







-3 


I+i=o 










I 


A 
= +3' 






uinc 




= »' = 


«"=-1 


e*) 




Ora 


avremo 


chiamando A 


B', C, i valori corretti di A 


B,C, 






A' 


-^-1 










B 


-^--3 










0' 


=cA- 







L' operazione con la quale si determinano le correzioni più 
lausibilì v,v',v'\v"'y... si chiama compensazione. Le osserva- 
oni a coi sieno state applicate le correzioni più plausibili si 
) osservazioni compensate. 



§ XXXIX. 

La compensazione di un sistema di osservazioni condiào- 
ite esige: 

1° La formazione delle equazioni dì condizione; 

2° La formazione delle equazioni correlate. 

3* La sostituzione dei valori delle correzioni in funzione 

(*) Questa è una confcrmn della b«D nota regala pratica. 
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dei coefficienti correlativi nelle equazioni di condizione onde 
ottenere le equazioni normali, 

4° La risoluzione delle equazioni normali por avere i valori 
delle quantità I, II, III, ec. . . Tale risoluzione si effettua con 
le regole pratiche esposte nel Capitolo IL 

5° La sostituzione dei valori ottenuti per i correlativi 

J, 77, 777, ec nelle equazioni correlate onde avere il vgtlore 

delle correzioni. 

6° Finalmente applicare tali correzioni alle quantità os- 
servate. 

Terminata la compensazione, rimane a farsi un criterio della 
bontà delle osservazioni col determinarne Y errore medio col 
metodo spiegato al § XXXI. 

In questo caso, il numero dogli elementi sovrabbondanti w — /j 
è rappresentato dal numero delle equazioni di condizione. Sia 
questo uguale a er, avremo : 

Nel caso in cui le osservazioni abbiano peso diverso, j>,y,^)",ec., 
in allora T. equazione. del minimo diventerà 

8=p'v" -\-f v"'-hirv"'' 4-j}/''^ v"''' . . . = minimo 

e le equazioni correlate saranno modificate col cambiare in esse 
t?' in p'v\ v" in ifv'\ v'" in p'W ec. . . , e le equazioni normali 
diventeranno 

(7)=(7)^-(7)"*(7)"^- 
(?)=(f)^-(?)"-(f)"^- 

In questo caso si ha per valore dell' errore medio i*- dell' unità 
di peso 

e Terrore medio delle singole incognite sarà, rispettivamente, 

V3' VF' a/P' Vr'"'^ 



§XL. 

La formazione delle equazioni di condizione merita attenzione, 
nelle non succeda di dimenticare alcuna condizione necessaria, 
iure di introdurne alcuna che sia superflua per essere già una 
iseguenza delle altre. Per fissare le idee prendiamo ad esempio 
Equazioni di condizione a cui può dar luogo una rete geodetica. 

Le osservazioni angolari possono fornire tre classi di equazioni 
condizione. 

1" La prima classe di equazioni si presenta quando si sono 
ervati tutti gli angoli che formano un giro di orizzonte. La 
ima di tutti quegli angoli deve essere uguale a quattro 
;oIi retti, 

II numero di equazioni di questa specie è facile a deter- 
larsi. 

Quando, invece di considerare gli angoli formati dai lati adia- 
iti di un giro di orizzonte, si considerano le direzioni riferite 
una visuale qualunque, presa come origine, in tal caso le equa- 
ni di condizione della prima classe non vanno più, considerate, 
le è il caso clie si presenta ordinariamente nei nostri lavori 
idetici. 

2° La seconda specie di equazioni è quella che nasce dalla 
usura di un poligono, cioè dal teorema che stabilisce che la 
rima degli angoli interni di un poligono di j) lati è uguale 
' eccesso sferoidico E del poligono, più tante volte due angoli 
ti quanto sono i lati meno due, vale a dire, E-\-{p — 2)*, 

Per lo più, nel caso pratico, siccome si considerano successi- 
mente i triangoli di una rete, le equazioni della seconda specie 
irimeranno la condizione che la somma dei tre angoli di un 
angolo sia uguale a due retti più l'eccesso sferoidico. 

Il numero di equazioni di condizione di questa specie è deter- 
nato dal teorema seguente stabilito da Gauss : 

« Quando p punti formanti sistema sono legati reciproca- 
nte da 1 linee, il numero di equazioni angolari sarà 1 — p-f-1. > 

Supponiamo di avere p punti riuniti due a due àa,p lìnee, in 
do da formare un poligono chiuso. La somma degli angoli 
erni di questo poligono dovendo essere costante, si avrà, cosi 
a prima equazione di condizione della 2* specie. 

Se a queste p linee ne aggiungiamo un' altra che unisca 
e punti qualunque del sistema, questa (jH-1)'»'™ linea sarà 
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una diagonale e scomporrà così il poligono in due altri poligoni, 
la chiusura dei quali darà luogo a due equazioni di condizione; 
ma per questo fatto la prima equazione di condizione diventerà 
superflua, perchè essa si potrà formare semplicemente con la 
somma delle due nuove equazioni, soddisfatte le quali, sarà 
soddisfatta anche la prima. 

Dunque l'introduzione di ogni nuova direzione ci procurerà 
un'equazione di condizione oltre quelle già esistenti. 

Cosicché in un sistema in cui esistano n linee di troppo si 
avranno w-hl equazioni della seconda specie. 

Sia dunque l il numero di linee ; p quello dei punti, avremo : 

quindi l—p-hl^ esprimerà il numero di equazioni cercate. 

Le equazioni della seconda specie le chiameremo angolari 
(Winkelgicichungen) per distinguerle da quelle che si riferiscono 
al ritorno dei lati. 

3** Le equazioni ai Iati {Seitengleichungen\ che sulle traccio 
dello Schiavoni chiameremo laterali, hanno per iscopo di espri- 
mere la condizione che il valore di un lato qualsiasi della rete 
risulti il medesimo, qualunque possa essere la figliazione dei 
triangoli da cui esso è dedotto. 

Gauss stabilisce il teorema seguente per determinare il numero 
delle equazioni laterali. 

< /Se p jjwwtó di una triangolazione sono legati da 1 linee 
(le cui direzioni non sono osservate che ad una estremità)^ ci 
sono 1 — 2p-h3 linee di troppo; ciò che conduce ad 1 — 2p-f-3 
equazioni laterali. > 

Due punti del sistema e la linea che li unisce sono necessarii 
come base. 

Per determinare un tefzo punto ci vogliono due direzioni, e 
così per ogni nuovo punto; dunque, tolti i due punti che servono 
di base, gli altri punti che sono p — 2 devono essere determinati 
almeno da 2(p-^2) direzioni, oltre la direzione iniziale. 

Perciò il numero di direzioni strettamente necessario è 

2(jp — 2)-M=2i} — 3. 

Ora se il numero delle direzioni è Z, la differenza Z— 2^ + 3 
esprimerà gli elementi sovrabbondanti che daranno luogo ad 
altrettante equazioni di condizione. 

14 
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Quanto precede non implica che ogni direzione sia osservata 
alle due estremità ; se le osservazioni sono fatte alle due estre- 
mità di ciascuna direzione, ciò darà luogo ad equazioni di con- 
dizioni della seconda specie. 

Un esempio pratico ci darà occasione di applicare i teoremi 
precedenti, ed a spiegare il modo di formare le equazioni di 
condizione. 



§XLL 



Cionsideriamo un quadrilatero AB CD (fig. 5) a ciascun 
vertice del quale si sia fatta stazione e si sieno tirate le visuali 
, agli altri tre vertici. 

Fatta stazione in A si sono tirate le tre visuali AB, AG, AD. 
f: Se prendiamo per origine la visuale sul punto B avremo: 

Alla stazione A 



i Direzione a J5 . . . . o^.o'.d'.o 

I 



> a (7 ... . BAC'^{1) 

> al).... BAB+{2), 



ì in cui (1) e (2) esprimono, rispettivamente, le correzioni da farsi 

t alle direzioni C e D dopo la compensazione. 

Fatta stazione in £ e presa (7 come direzione iniziale avremo: 
^' Alla stazione B 

Direzione a C . . , . o^.o'.o".o 

> a D . . . . CBD-hiS) 

> ad ^ . . . . (7J5^-h(4), 

« 

in cui (3) e (4) indicano, rispettivamente, le correzioni da farsi 

alle direzioni corrispondenti. 
•; Ugualmente avremo: 

; Alla stazione C: 



Direzione a D . . . . o^.o\o".o 

> ad ^ . . . . DCA-i-{b) 

> a B . . . . DCB'hi'ò). 



£ finalmente : 
Alla st&zione D. 



Direzione sA A . . . . o''.o'.o".o 

> a B ADB-^(7) 

> & C ADC-h{8). 



Ciò posto, il migliore procedimento per stabilire le equa 
condizione è quello di formarle di mano in mano che un 
stazione conduce ad avere elementi di controllo. 

a) Fatta dunque la prima stazione in A, non vi i 
ancora ad alcuna equazione di condizione. 

b) Fatta la stazione in B si cominciano a formare 
goli ABC eà ABD, ma non vi è ancora controllo, per 
sono ancora misurati che due angoli per ciascuno di 
triangoli. 

e) Fatta stazione in C, restano formati i triangoli 
CD A, OBD. 

D secondo ed il terzo di questi triangoh non hanno 
controllo, perchè mancano ancora gli angoli in D ; ma i 
ci procura già una equazione di condizione angolare. Scr 
dunque, chiamando ■ l'eccesso sferico del triangolo CB 

Angolo 5.4 C= Direzione BAC-h(l) 

> ABC= > ABC+(i) 

> BCA= > BCD-ACD-i-(G 

180'-ht=BAC-i-ABC+BCD~AGD~h(i)Mi) 

quindi la prima equazione dì condizione angolare ssxà : 

ip) (l) + (4)-(5)-F(6)+A = o 

in cui A rappresenta la quantità, generalmente piccolissi 

BAC-hABC-^BCD-ACD-ilSO-i-^), 

che non è altro se non V errore di chiusura del trìangol< 
(d) Fatta la stazione in D, resta chiuso il quad 
ABCB, e tutti ì quattro triangoli del quadrilatero 1 
loro angoli misurati. 



11 triangolo BCD, ci dà, 



Angolo in B=CBD+(3) 

> in C=BCi) + (6) 

> ia J]=ADC — ADB+(S)—(7) 



ima=180-+.= 6'BD+-BC'Z)+ADC-4Z)S+(3)-H(6)+(e)— (7). 

Quindi r equazione di condizione 

(«) (3) + (6)-(7) + (8)+A'=o. 

Il triangolo A CD ci dà parimente una equazione della forma 
eeguente 

W -(l)+(2) + (5) + (8)+A"=o. 

Il quarto triangolo ABD chiuderà esattamente una volta 
che la chiusura si veriiichi negli altri tre, quindi la quarta 
equazione angolare sarebbe superflua e non sarebbe che una 
conseguenza delle {p\ (7), {r). 

Sono dunque tre equazioni angolari, ed infatti deve essere 
cosi, poiché si ha quivi 2=6, j)=4, quindi 
i— |)-j-l=3. 

Ma siccome col compimento della stazione in D si può ricadere 
sul lato Ali & controllarlo, cosi vi ha luogo anche ad una equa- 
zione laterale. 

Infatti avremo l'identità 

Ali AC AT)^. 
AC' AB' AB ' 

Ma, supposti gli angoli già corretti del terzo dell'eccesso sferico, 
avremo dal triangolo ABC: 

.4B_ s/n[gCD — ^C'Z)-K6) — (5)1 . 

AC sÌHÌABC-i-{À)] 

dal triangolo AC Di 

AD si»{ACD-\-y^\y 
il triangolo ABD. darà: 

A D_ sÌH [A PC- DBC-h(i) - (3Ì] 
AB~ sin[ADB-^{-t] 
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Cosicché r equazione di condizione sarà: 

^_ sin[BCD'-ACD-i-{6)-(Ò)]sin[ADG^(8)]s^n[ABC'^DBC'h(4:)-(3)^ 

sin[ABCM'^)]sin[ACD'h{ò)]sin[ADB-h(7)] 

Prendendo i logaritmi, osservando che dlognepsinx:=cotangxdx, 
e che perciò si ha in generale hg sin [a -f- (n)] = log sin a 
+cotanga{n\ in cui (w) esprime la correzione da farsi all'an- 
golo a, avremo: 
Per il numeratore 



log sin 



ABC -BBC 



hgsiniBCB-ACB 



+ /• 



[(4) -(3) 



log sin ABC +A[(8) 



+/7[(6)-(5): 



Somma=PH-/*(4)-/'(3)-+-(/(6)-5r(5)4-A(8) 

in cui f, g, hy esprimono le contangenti degli angoli a cui si rife- 
riscono le correzioni. 

Per il denominatore si avrà 



hg sin AB C-^i (4) 
logsinACB-i-jlò) 
log sin AB B-^ 1(7) 



Somma=§+t(4)-f-Ì(5)-f-Z(7); 

in cui i,J9 1 hanno il medesimo significato delle f,g, h. 
Sottraendo questa somma dalla precedente si avrà 

• 

Ma i coefficienti delle varie correzioni sono i coefficienti diffe- 
renziali di logaritmi neperiani, e le correzioni stesse sono espresse 
in minuti secondi ; cosi bisognerà, per stabilire l' omogeneità mol- 
tiplicare (P — per ^ . „ , in cui JH esprime il modulo dei 

logaritmi neperiani. 

Se si prendono come unità le cifre del settimo ordine decimale 
dei logaritmi, allora bisognerà moltiplicare (P — Q) non più 

1 . 1 

P^^ M^m" ^* ^"^ 10^ Msin 1" • 



n 
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iiamo P—Q=.3, 

hgS= 

hg ,,, J . „. = 8,67664 
" 10' Msm V ■ 

Sommft= ^logi!" 

Qte l'equazione laterale diventerà: 

-/■(3) + (r-t'){4)-0--+-s)(5)+.9(6)^Z(7)+A(8)=o. 

vi ha luogo ad altre equazioni laterali perchè il numero 
nee è 6, quello dei punti è 4, e quello delle equazioni 
deve essere 

J_2|>H- 3=6 — 2X4+3 = 1. 

Capitolo lY presenteremo degli esempi numerici cte 
ceranno più alcuna diiBcoltà per V intelligenza di quanto 



§ XLU. 

[tuta la compensazione delle osservazioni, accadrà nella 
• parte dei casi, che il valore delle osservazioni compen- 
bba servire al calcolo del valore di una funzione di esse. 
ir esempio, gli angoli corretti di una rete trigonometrica 
me a determinare il valore dei lati, i quali alla loro 
erviranno al calcolo delle posizioni geografiche e delle 
ate dei vertici deUa triangolazione, 
unque utile di saper determinare la precisione di una fan- 
elle osservazioni compensate. 

jìderiamo, per esempio, una rete semplice di triangoli che 
la una base AB (fig. 6) e debba servire a determinare 
e del lato CD. 
imo r identità : 

AB CB BE EF FG GA_, 
CD' BE' EF' FG' GA' AB ' 

„n_ .„CD BE EF FG GA 
^^ — ^^DE' EF- FG' GA- AB' 



I 

f. 



— Ili — 

Sostituendo ai rapporti dei lati quelli dei seni degli angoli 
opposti, avremo : 

^j. . j^ sinCUD.sinDFKsinEGF.sinFAG.smABG 

sinBCE.sinEDF.sinFEG.sinGFA.sinAOB' 



Trattandosi di una catena semplice, la ricerca dell'errore 
medio o del peso di CD rientra nel caso contemplato al § VII 
di una funzione di osserrazioni immediate. 

Se invece si sono misurati altri triangoli AFg, Fge, FeD, 
che introducano elementi di controllo, in allora si avranno equa- 
zioni di condizione che legheranno gli angoli primitivi con quelli 
dei nuovi triangoli. 

Cosicché, il lato CD, che apparentemente è una funzione dei 
soli angoli che figurano nella sua espressione, è in realtà anche 
funzione degli altri angoli della rete, in virtù del legame che 
unisce tutti gli angoli del sistema compensato. 

L'esame di questo esempio speciale ci indica come in casi 
analoghi non si debba soltanto tener conto delle osservazioni 
che entrano visibilmente nella formazione della funzione, ma 
anche delle osservazioni, che quantunque non figurino nella fun- 
zione medesima, pur tuttavia influiscono implicitamente sul suo 
valore. 

Sia dunque 

una funzione di quantità V legate tra di loro dalle equazioni 
di condizione 

Xi = Oy ^1 = 0, ... Xa=0, 

Se chiamiamo F^', F^", F^"', — le osservazioni fatte per deter- 
minare le quantità F, e v', v", v"', ec, le correzioni ottenute dalla 
compensazione; le equazioni Xi=o, X,=o, X,=oec., saranno 
rigorosamente. sodisfatte, quando in esse per F, F", F", ec, si 
metterà, rispettivamente, V^'-hv', V^'-^v", V^'^'-hv'", ec. 

Mettiamo questi valori delle F nella equazione 

Cr=(j>(F, F', F",...) 



e nelle equazioni di condizione, e per semplificare, facciamo 
9ÌK', K, y,"',—)=U,; 



dU _, dU „ 



dX, 

ìirr 



dv: 

. dX, _ 

' dv: 

dX. 



dX,_ , dX. 
d7;~°' dV:' 



• dv;" 

. dX, 
'■dV^'' 



6 sieno — Jjr)^—^^ ~ (3 eci valori di X.,X„ X>,ec., quando in 

queste espressioni si sostituisce F,', F„", F^'",. ■■ per V, V", V", F"'ec, 
Cià posto, 8i avrà: 

U= U^ + Tv' + rV + ?"t)"' -H . . . , 
e le equazioni di condizione avranno la forma 

Jlj = a V + a"w" + fl"'i)"' + a""v"" -f- . . . 
^ = 6V + &'V' + &" V" H- h"-v"" +... 
^=<lì^ + é'v" + c"'v"' H- c"'V"' + . . . . 

Sieno j)', i)",j)"', ec i pesi rispettivi delle osservazioni, sia ft 
r errore medio dell' unità di peso, e fi. l' errore medio di TI; se 
le quantità F', Y", V", ec, fossero tra di loro indipendenti, si 
avrebbe 

..'=i-!^,+rK+r'4+..=A'l'\, 
p i' i> '^ LyJ 

e chiamando P il peso di TI, si avrebbe 
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E siccome 1' unìtA di peso è -^ , cosi si avrebbe 



H!ì- 



Ma le quantità V sono legate tra di loro dalle equazioni . 
condizione, cosi la suindicata espressione del peso di u deve e 
sere modificata. 

La dipendenza reciproca delle osservazioni fa si che U m 
è funzione soltanto delle quantità cbe figurano esplicitamente 
essa, ma anche delle altre qua,ntità che costituiscono il sisten 
di osservazioni compensate. 

La funzione U deve dunque essere posta sotto una forr 
tale che contenga tutte le osservazioni; la qual condizione si pi 
realizzare in un numero infinito di maniere. 

Stante la piccolezza delle correzioni v', r", v'", la nuova esprt 
sione di U può sempre essere ridotta ad essere lineare, cosicc 
potremo porre identicamente 

(a) t'=r7, + ri/ + iV+rt/"--r,X,-hi-.X. + r,X,4-..., 

le r essendo coefficienti arbitrari, poiché si ha X,=o, X,= 
X,=o... 

Sotto questa nuova forma, la U contiene tutte le quantità 1 
F'', V", del sistema compensato, o ciò che fa lo stesso, tutte 
correzioni v', v", i/", ec, risultanti dalla compensazione. 

Chiamiamo L', L", L'", le derivate di IT posto sotto 
forma (a), rispetto a v', r", v"', ec. ; avremo : 

X' =^ -t-o' r,-+-Ì' r,-hc' r, -+-.,, 
Z," =r +o" r,-hh" r,-i-c" r,-\-... 
L"'= /'"-+■ a'" r. -+- b'" r, -!- e'" r, + . . . 



Ma il peso di U sarà, in questo caso, dato dalla relazione 

rLL-\ 



Hfì' 



cioè 



1 _ {r-Hi'r,+b'r,-i-c'r,-i-..y (^"+a"|•.-^ò"^^.H-c"r.-^-..)* , (;"'+re"V,+&"V.+ 
P p' '^ p" + p'" 

Se non che questa espressione può prendere un numero in 
Dito di valori col variare dei coefficienti arbitrarii r. 



■ lU - 



^ 



Non è però difficile trovare per le r il sistema di valori più 
onvenienti. 

Infatti ai valori pii plausibili delle correzioni t/, v", v'", ec, 
ève corrispondere il valore più plausibile della funzione U, e 
uindi il valore il cui peso è un massimo. Determineremo dunque 
ì r in -maniera che P sia un massimo od ^ sia un minimo. 

Differenziando dunque l'ultima equazione rispetto ad r„ r,,r,, 
d uguagliando i resultati a zero, avremo : 

(f)-(f)'-(r>-(f)-.--=" 

Queste equazioni hanno i medesimi coefficienti delle equazioni 
ormali del § XXXIX, ad eccezione del termine cognito, e pos- 
)no essere risolte nel medesimo modo. 

Passando dalle equazioni normali alle equazioni risolventi 
vremo : 

(y)'.-(f)''-(f)^'-(y)=° 



Abbiamo visto al § XXXIII come per un sistema di a eqoa- 
oni a /i incognite 

l -r ax -\- by + «+...=?■ 
V -\-a'x-hh'y-^c'3-i~...:^v' 
T'-+- à'x -h b";/ H- c"^ -h . . . = v" 



valore minimo della somma dei quadrati delle v era dato dalla 
ìlazìone (12) del sovracitato paragrafo, cioè : 

"'~™ (««) m («■.) <*'.) •'■' 



r 
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. 1 /LL 
P 

{fi (f)' (f )' 



dunque, nel caso attuale il valore minimo di ■tì=( ) sarà 



P \ p / \p/ /aa\ /bb^\ /c(\\ 



V errore medio di U sarà finalmente 



/ {^v {!^y {^v 
W(ih \pj _\p) _\p/ . 

VP "" r W raa\ /bbA /££,\ '"' 



f* 
^*="^=/* 



e nel caso in cui i pesi delle osservazioni sieno uguali: 



u. 



Vp '^♦'^"^ (5^ PO (ce.) ••■• 



CAPITOLO QUARTO. 

APPLICAZIONI DEL METODO DEI MINIMI QUADRATI. 



In questa quarta parte del nostro lavoro, ci propóni 
trattare delle applicazioni del metodo dei minimi quad 
lavori geodetici. 

11 lettore osserverà naturalmente che in questo stesse 
tolo ci siamo lungamente fermati alle più minute partic 
di calcolo. 

Senza preoccuparci del danno che ne poteva risultare a 
tica del libro, abbiamo tenuto di mira principalmente 
utilità pratica. 

Crediamo con ciò di avere sodisfatto di un bisogno 
faceva sentire nella Divisione Geodetica dell'Istituto topo 
militare. 

Incomincieremo col dare alcuni esempii numerici di 
vazionì, applicando ad esse i principii esposti nei prei 
Capitoli. 

Primo esempio. — Cavendish ha pubblicato nel 1798 i st 
resultati di esperienze fatte per determinare la densità 
della terra. 



n 



.. 


-^ 


- 




N" 


3* 


' 


.- 


l 


5.50 


-HO. 02 


0.0004 


16 5 


-0.14 


0.0196 


2 


5.61 


-4-0 


13 





0169 


17 5 


79 


+ 0.81 





0961 


3 


5. SS 


-J-0 


40 





IGOO 


IS 5 


10 


— 0.38 





1444" 




5.07 


-0 


41 





ISSI 


19 5 


27 


-0.91 





0441 


5 


5.26 


— 


22 





OJ84 


SO 5 


39 


-0.09 





0081 


S 


5.55 


-t-O 


07 





00)9 


21 5 


42 


-o.oe 




(1036 


7 


5.30 


-0 


13 





0144 


22 5 


47 


-O.Ol 




0001 


8 . 


5.39 


-0 


19 





030 1 


23 S 


63 


-4-0.15 




0225 


9 


5.53 


-HO 


10 





0100 


24 5 


ai 


-0.14 




0196 


10 


5.65 


-HO 


17 





0289 


25 5 


46 


-0.02 




0004 


11 


5.57 


+ 


09 





O031 


20 5 


30 


-0.18 




0321 


12 


5.53 


-HO 


05 





0025 




75 


-HO. 27 




0729 


13 


5.62 


-HO 


U 





0196 


28 5 


63 


+ 0.20 





0400 


14 


5.29 


-0 


19 





0361 


29 5 


85 


-HO. 37 





1309 


ih 


5.44 


-0 


04 





ODIO 








1 



La media delle 29 osservazioni è 5.48, valore plausibile 
del resultato. Nella colonna segnata x si sono inscritte accanto 
alle osservazioni le differenze delle osservazioni stesse da 5.48. 
Con la tavola dei quadrati posta in fondo a questo libro si sono 
formati gli x'. La somma degli a;' è l.li)67. 

Abbiamo ora 



cohg {il - 


-1) = 


1967 
coloij 28 


= 0.0780 

= 8.5528 

8 6308 






.9.3154 



^^_j_0.2L 
Inoltre, chiamando n l'errore medio del resultato, i 



quindi : 



V» 


' »(»-l) 


colog 28 
co% 29 


= 0.0780 
= 8.5528 
= 8.5376 


ìogr'. . 
log,. .. 


= 17.1684- 
= 8.5842 — 
+ 0.038. 
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L' errore probabile di un' osservazione semplice è dato dalla 
relazione 



r = 0.07449 



■"('=-à> 



* Avremo: 



70^0.67449 = 9.8290 
logli. .. . . = 9.3104 



hgr . . . = 9.1394 
log p . . i = 9.6785. 
cofo^V59 = 9.2688 



logr . . . . = 9.1394 . v 

r = ±O.U 7o//(0.674a-y=j = 8.0S67 — 10; 

r=0.14-h0.01. 



r 



L' errore probabile del resultato è — .= , scriveremo dunque : 

logr . ._. = 9.1394 
colog \/29 = 9 . 2688 

%-^ = 8.4082 

Errore xwohahile del resultato = ±0 .03. 

Secondo esempio, — Il Capitano De Vita e l' Ingegnere Geo- 
grafo D'Atri fecero nel 1865 le osservazioni angolari per il rat- 
tacco della base di Catania con la rete di prim' ordine della 
Sicilia. Prendiamo ad esempio la stazione a Gerbini, estremo 
Sud-Ovest della base, e riportiamo qui le 24 serie che hanno ser- 
vito alla determinazione dell' angolo tra Ferriere e lazzovecchio. 



1 





X 


1 


13 


o 


X 


x« 


114n5'53'^'2 


-1.675 


1 

2.7889 


114M5'52''8 


-2.075 


4.2849 


2 


» » 58.8 


-*-3.925 


15.4450 


14 


> » 50.4 


-4.475 


20.0700 


8 


» » 55.6 


-HO. 725 


0.5184 


15 


» » 56.0 


-M.125 


1.2769 


4 


» > 53.2 


— 1.675 


2.7889 


16 


> .50.2 


— 4.675 


21.8090 


W0 

o 


» » 56.0 


H-1.125 


1.2769 


17 


> > 52.8 


— 2.075 


4.2849 


6 


• » 54.0 


— 0.875 


0.7569 18 


. » 55.2 


H-0.325 


0.1089 


7 


» * 56.0 


H-1.125 


1.2769 


19 


» » 59.6 


-+-4.725 


22.7780 


8 


» * 51.2 


— 3.675 


18.4690 1 


20 


» » 50.8 


— 4.075 


16.5650 


9 


. .61.0 


-4-6.125 


87.4510 


21 


» » 57.6 


-4-2.725 


7.3984 


10 


. » 58.6 


-f-3.725 


13.9130 


22 


. » 50.0 


— 4.875 


23.7170 


11 


» . 60.8 


H-5.925 


35.0460 


23 


> » 55.2 


-4-0.325 


0.1024 


12 


> » 55.6 


H-0.725 


0.5184 


24 


» * 52.4 


— 2.475 


6.1504 



n 
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media delle 2i osservazioni è 114''.15'.54".875. 
jriviamo i valori delie x nel quadro, e mediante la tavola 
idrati formiamo le x'. La somma dello a;' è 253,7931. 
cui si ricava, come abbiamo fatto nell' esempio precedente : 

e medio di un'osservazione . . fi =-v/_--J — ^3". 32 

> della media -^ = -\/Ph'^l=0".G& 

V/24 * 23. 2i 



probabile di un'osservazione 
> della media . . . . 



^24 



0.674 f =2",22 
^0",45. 



■zo esempio. — Le formule della meccanica danno per la 
zza l del pendolo a secondi l'equazione 

l^A -+- B cos* ip, 

ip è la latitudine del luogo, ed ^ e £ sono due costanti 

erminarsi. 

r Astronomia di Biot si trovano le seguenti osservazioni 

unghezza del pendolo a secondi centesimali. 



-d, Itfathiea, Biot . 



Forme nten 
Bordeaux 



. 39'. 46" 


0'".74I 


. 36 . 45 


.741 


. 50 . 25 


.741 


. 43 . 0* 


.741 


.50.15 


.741 


.02.08 


.712 



itituendo i sei valori di s/m'i|j nell'equazione l^ 
ano le seguenti sei equazioni : 

a.=0. 741. 2517 — A-0. 390. 3417B 
a,=0. 741 .6243 — A — 0.494. 2370 .B 
A, = 0.741.6151—J — 0.497. 2122B 
A,:=0.741.7157 — ^ — 0.513.6117 5 
a,=0.741,9262 — .1 — 0. 566. 7721 B 
a,=:0.742.0865 — J — 0.604.5(3285. 
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Là condizione 

1^^]= minimo 

conduce alle equazioni normali 

(an) = {aa)A-h-(ab)B 
{bn) = {ab)A-h(bb)B; 

in cui, 

(aw) =4.4502195, (6n) =2.27397288 

(aa) = 6,0000000, (a6) = 3.0657375, 

(66) = 1.59339312. 

Quantunque questo caso sia così semplice da non meritare 
r impiego dello schema portato al § XXXIV, pur tuttavia è bene 
che il lettore si eserciti a inquadrare quest' esempio formando i 
valori 6^4, 66, coli' algoritmo spiegato nel Capitolo II. 

Si otterrà così : 

^=0.739703526 
J5=0.003913689, 

quindi si avrà: 

Z=0"^. 739703526 4-0.003913689 5m>. 

Calcolando con questa formula i valori di l corrispondenti 
alle latitudini portate nel quadro delle esperienze, si troveranno 
i valori delle a che posti nella espressione 



" 13 — a 



ci faranno conoscere l'errore medio di un'osservazione. 

In questo caso il numero delle equazioni cr è uguale a 6 ed 
il numero p delle incognite è 2, quindi il divisore di [a*] è 4. 

Quarto esempio. — Terminiamo questi esempii con un caso 
pratico che si presenta frequentemente, cioè la determinazione 
del valore delle parti di una livella a bolla d'aria. 

Abbiamo già detto incidentalmente al § XXXV come si pro- 
ceda a questa determinazione. 

Si adatta la livella al cannocchiale di un circolo verticale e 
poi si osserva la posizione del centro della bolla che corrisponde 
a varie inclinazioni date al cannocchiale stesso. 

16 



'"^ 
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Sieno n, n', n", ec. le letture del livello, cioè le medie delle 
ùìoqì estreme della bolla, Sieno a, a', a", ec. le letture corri- 
ndenti fatte sul circolo verticale; sia x l' inclinazione iniziale 
livello, sia y il valore di una parte della divisione del livello ; 
le varie osservazioni si avrà rispettivamente, 

a =a:-t-M y 



se si prende come orìgine la prima lettura a, le equazioni 
enteranno 

=x + n y 
a'^x~\-n' y 



Si avrà dunque: 



a= —x — ny 

i!^a' — x — n'y 
i,"=a"—x^n"y 



e si porrà la condizione 

ivranno le equazioni normali 

gx -f- [n]y = a 
Ìn]x-h[nn\y=[an\, 

cui q esprime il numero delle osservazioni fatte. 
Confrontate queste equazioni con le equazioni norm 

{an)=(aa)x-\-iab)y 
(hn) = (ah)x-i~(bb)y, 



(an)=a, (bn) = [an] 

iaa) = q, (a6)=[«], {bb)=[nn]. 



Prendiamo un esempio numerico di poche osservazioni. 



LETTUBE 


LETTUKi 
DELLA LIVELLA. 


• , 


58'. 01". 80 
. 10.75 
> 18 .SO 
. ET .50 
. 35 . 50 


1.50 
6.75 

15 . -^0 

20.50 




8". 95 
16 .70 
B3 .70 
33 .70 



Porremo dunque le equazioni 



=--x-h 1.50y 

8.95=a:+ 6.75y 
18.50=a;H-11.00y 
27. 50:r^ a; -1-15.501/ 
35.5O=a;^-20.50y. 

Le equazioni normali saranno : 

5a: -H 55.251/ = 90.45 
55. 25a; 4- 829. 3125^=1417. 91. 

Se vogliamo impiegare i logaritmi alla risoluzione di quei 
equazioni, ci serviremo dello scbema portato al § XXXIV. 



{™) = 90.4G 


(aa) = b 


(o5) = 55.25 


[lm)=1417.9l 


(ii) = 829.81 


1.95611 

1.E57M 

18.09 

-81.18 


0.69897 


1.74233 
1.043S6 
0.28158 
1.8B494 


-999.47 


— 610.51 


418.44 
2.62163 
0.28158 


218.80 
2.34005 


!c=j — 8.04 


y=1.9l 



Dunque il valore di una divisione della livella è 1".91. 

Sarebbe questo il luogo di dare qualche esempio dì osseti 
zioni condizionate, ma siccome questo argomento sarà tratta 
nei successivi paragrafi, così risparmiamo dì dire qui a 



§ XLIV. 

La misurazione di una quantità fisica consiste generalmente 
la successione di operazioni diverse, in ciascuna delle quali 
levitabile che si commettano degli errori. 
Per esempio, nella misura dì un angolo tra due oggetti si 
no due puntamenti e due letture, ed in ciascuna di dette ope- 
ioni si commetteranno degli errori inevitabili. 
Cosi per la misura di una base si compiono tre operazioni 
inziali che sono : 
a) Il paragone delle spranghe di misura tra di loro, 
6) Il loro paragone con la misura campione, 
e) L'operazione della misura fatta sul terreno; ed è evi- 
te che ciascuna di queste operazioni comporterà degli errori 
ritabili. 

Si vede dunque, che, in generale, la ricerca dell' errore ine- 
te ad una data misura esige una analisi delle operazioni di 
si compone la misura stessa e la ricerca degli errori delle 
role operazioni. 

Ciò posto sieno A, B, C, D, le operazioni successive che costi- 
cono una misura M; sia a. l'errore medio da temersi nella 
razione A; (3 quello da temersi nell'operazione B; y quello 
temersi nell'operazione C; S quello da temersi nell' opera- 
ie !>; f l'errore medio totale. Si tratta di trovare una relazione 

/*, «, ;3, T, 1^. 

Supponiamo che in una misura si sieno avuti i seguenti errori: 

Neil' operazione A ±' 

B ± <' 

> C ± ^" 

D ± t": 

e r errore totale ; gli errori potendo e 
negativi, si avrà : 



riamo al quadrato, ed avremo 

:t> + l"-f-."> + i""-J.2[±"'±""±""'±=''''±eV"±iV"]. 
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Ora il valore medio di e* è a*, il valore medio di e* è a% 
quello dì s'^ è ^*, quello di s"* è y\ quello di *"" è 5*, ed il 
valore medio delle quantità comprese nella .parentesi è nullo, 
quindi avremo: 

Come esempio pratico prendiamo le ricerche fatte dal pro- 
fessore Schiavoni sopra un teodolite di Repsold stato acquistato 
dal Corpo di stato maggiore nel 1867. 

Sia a Terrore medio di una collimazÌ9ne, p> Terrore medio di 
lettura che comprende anche T incertezza dovuta ai difetti di gra- 
duazione del cerchio. In virtù di quanto abbiamo detto nel pre- 
sente paragrafo, si ha 



Per determinare il valore di /3, il professore Schiavoni ha 
esaminato i cerchi del teodolite di 10^ in IO**, misurando, con 
uno dei microscopii, tre volte di seguito la distanza tra due divi- 
sioni contigue. Le 108 letture così ottenute hanno dato un errore 
medio di 0''.46. Ma questo errore medio corrispondendo alla let- 
tura di un solo microscopio, T impiego dei due microscopii darà 

• V2 

L' errore totale ii venne determinato col fare stazione al pic- 
colo osservatorio di Pizzofalcone e misurando un gran numero 
di volte T angolo tra il campanile del Carmine e la torre del 
Molo. Si è così ottenuto per errore medio 

a = r'.26. 

La relazione f*'=2a'-+-2jS*, ci dà 

a = 0".83 

per errore medio, dovuto alla collimazione. 



1 



§ XLV. 

Non è questo il luogo eli descrivere gli istrumenti destinati 
: misure angolari nelle operazioni geodetiche. Si suppone che 
attore conosca tanto i teodoliti o cìrcoli cosi detti ripetitori, 
,nto i teodoliti o circoli così detti reiteratori, e ne conosca 
rettamente l' impiego. 

In un teodolite ripetitore siasi fatta una prima lettura di 
tenza, l' incertezza della quale comporti un errore medio ^ ; 
n ripetizioni, epperciò n puntamenti sull'oggetto di sinistra 
n sull'oggetto di destra, si fa la lettura finale che anch'essa 
iporta un errore /3. 

Se * esprime l'errore medio di un puntamento, per 2k pun- 
lenti si ha un errore medio uguale ad a \/2n. 
Dome pure, se l'errore medio di una lettura è (3, l'errore di 
letture sarà /3 \/2- Il quadrato dell'errore medio totale u 
^ dunque 

Siccome questo errore corrisponde alla ripetizione di n volte 
igolo che si cerca, cosi Terrore medio dell'angolo semplice 

t -7^ , e chiamandolo fi', sarà 
V» 



-V'- 



2a'- 



Si vede che, a misura che n aumenta, l' influenza dell' errore 
lio di lettura ^ tende a scomparire. 

Misuriamo invece il medesimo angolo con m reiterazioni e si 
,nno cosi 2» letture con 2» puntamenti, il che darà per 
rore medio y., la relazione 

fi' = 2«a'H-2»|3', 
angolo semplice avrà per errore medio 



3ra si vede che l'errore ;*' sarà sempre minore di u", cosicché, 
icamente parlando, il metodo per ripetizione darebbe resultati 
precisi. 
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L' esperienza invece dimostra il contrario. Negli istrun 
reiteràtori essendo perfettamente assicurata ]a stabilità del 
chio graduato si evita una causa costante di errore esisl 
nei teodoliti ripetitori. In questi ultimi, quando si è fissato 
la vite di pressione il circolo esterno e si muove il circolo int 
insieme col cannocchiale per puntare, per esempio, l'oggett 
destra, è quasi impossibile che il circolo esterno si mant 
perfettamente immobile e non sia trascinato impercettibilm 
nella direzione del movimento del circolo interno. Questa e 
di errore, per essere costante e nello stesso tempo impossib. 
determinare, è molto più nociva che le cause accidentali ci 
eliminano con la reiterazione delle osservazioni. 

Non è dunque meraviglia se ormai gli istrumenti ripet 
sono pressoché totalmente abbandonati. , 

L'errore di eccentricità della linea dei microscopii si eli] 
con la lettura dei microscopii diametralmente opposti; l'ei 
proveinente dall' eccentricità del cannocchiale, col puntare 
oggetto con il cannocchiale a destra ed a sinistra ; l' ei 
di divisione del lembo, spostando il cerchio in modo che 
angolo sia stato misurato con varie parti del cerchio st< 
l'errore dovuto all'imperfezione del tamburo e della vite m 
metrica dei microscopii, si elimina col far collimare il lìlc 
microscopio con la divisione immediatamente a destra e 
quella immediatamente a sinistra e prendendo la media 
due letture cosi ottenute. In quanto agli errori accidentali, 
si compensano col metodo dei minimi quadrati secondo le n 
che vedremo in seguito, ma stìpratutto col fare un numero a 
stanza grande di osservazioni. 



§ XLVI. 

Il numero delle osservazioni da farsi con ogni strumento i 
ogni oggetto da osservarsi deve essere determinato prim 
intraprendere la campagna mediante esperienze comparativi 
valgono a stabihre rispettivamente l' errore medio e quit 
peso di un' osservazione fatta con ciascun istrumento. 

Se con gli strumenti da comparare si sono già fatte i 
cedenti operazioni di campagna, in tal caso basta dedurre 
rore medio inerente alle osservazioni di ciascun istrumento 
stazioni già eseguite, senza intraprendere nuovi esperìment 



1 
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11 seguente esempio porrà in chiaro il modo di procedere a 
]ue3te determinazioni. 

Nella triangolazione dello Schleswig-Holstein lo Stato mag- 
giore prussiano impiegò i seguenti strumenti : 

n) Un circolo di Ertel di 15 pollici di diametro. 
h) Istrumento universale N.~ 1 di 10 pollici, di Pistor e 
Martina. 

e) Istrumento unÌTersale N.'° 2 come il precedente. 
Inoltre la stazione SkamUngshanhe essendo comune con la 
triangolazione dello Stato maggiore danese che aveva osserrato 
:on un circolo di Ertel di 15 pollici, era anche necessario com- 
parare questo istrumento con i tre precedenti. 

L' esame dei resultati di parecchie stazioni delle suaccennate 
triangolazioni ha permesso di calcolare l'errore medio di ciascun 
[strumento. Negli specchi seguenti sono indicate le stazioni dove 
Furono eseguite le osservazioni, la colonna {vv) indica la somma 
dei quadrati degli scostamenti. 

a) Circolo di Ertel dello Stato maggiore prussiano : 



StatlODa WanKsbShe 

Birenwald. 

\ ROst .... 

• Scheetaberg 



{™( 


DIVISOBE. 


301. 9S 


69 


273.54 


69 


34e.se 


68 


128.51 


o8 


251 . £3 


79 


1302 . 80 


341 



_ 1202.80 _ 
341 
b) Istrumento universale di Pistor e Martina N." 1 



quadrato dell'errore medio di una direzione = 



> Kindorf . . . , 

> lUuhe Bergi , 
1 Westensee, . , 



quadrato dell'errore medio di una direzione =;— ^7^=2.44. 



M 


DIVISORE. 


119.82 


92 


201.41 


92 


284.44 


92 


304 . 79 


109 


940 . 46 


335 



e) Istrumento Pistor e Martins N," 



Stizione Biua mtr. Sud. 



(t^ 


1 


D1TI80BE. 


338 


57 


141 


72 


ih 


46 


476 


48 


1S4 


881 


50 


871 



quadrato dell'errore medio di una osservazione = —^^=— = 

d) Istrumento danese di 15 pollici dì Ertel. 
Stazione Skamlingsbanke (ra)^ 173.93; 
divisore 66; quadrato dell'errore medio 2.63. 
Chiamando dunque Pa,ì)b,pc,pd, i pesi rispettivi delle 
vazioni fatte con i suddetti strumenti si avrà 



p.t:pb:pc:pd: 



.1.1.1.1 

•3.53*2.44'2.38*2.63 



Se prendiamo per unità il peso di un' osservazione del 
mento b) avremo: 



Pa'.Pb'.Pc'.Pi 



.2.44. ,.2.44.2.44 



od in cifre rotonde 



Per cui col circolo di Ertel segnato a) bisognerà fare i 
Bcuna direzione un terzo di più di osservazioni che con i 
tre istrumenti, onde il resultato abbia il medesimo peso. 



ì XLVII. 



Passiamo ora alla ricerca dell' errore medio dì una bi 
detica. 

Il' apparato che presso di noi serve alla misura delle 
costruito sul modello di quello di Bessel di cui si vede la 
zione nell' Opera t Gradmessiing in Ostprcussen > e 



— 130 — 

icolo 1° delle pubblicazioni geodetiche del nostro Istituto to- 
graflco militare. 

Non ci fermeremo dunque ai particolari dì costruzione di 
tto apparato, ma ci limiteremo a dame quel!' idea cbe basta 
r comprendere le ricerche che seguono. 

L' apparato di Bessel consta di quattro spranghe metalliche- 
Ila lunghezza di due tese ciascuna e sostenute da cavalietti 

legno. 

Bidotta alla più semplice espressione, una spranga del sistema 

Bessel consta di due rette sovrapposte AB, j46'(fig. 7) attac- 
te ad una delle loro estremità A e con le estremità opposte 

e C lasciate libere di spostarsi per effetto dell'allungamento 
dell' accorciamento prodotto dalle variazioni di temperatura. 

La retta AB rappresenta la spranga di ferro, la retta AC 
ppresenta la spranga di zinco, CD V intervallo termometrico. 

Siccome lo zinco ba il maggiore coefficiente di dilatazione, 
si accadrà che in un dato momento l' intervallo termome- 
ico CD sarà nullo, ed in tale momento la spranga AB e la 
ranga AC raggiungono il loro massinio di lunghezza. 

Sia 1 la lunghezza massima di . . AB 
Z > > . . AC 

e il coeniciente di dilatazione del ferro 
z * t zinco, 

3 Z' le lunghezze rispettive di AB ed AC a t gradi di tem- 
ratura al di sotto della temperatura incognita per cui l' inter- 
no CD è nullo. 
Si avrà naturalmente 

1— ì = l.(.c, 
Z—Z'=Z.t.s; 

videndo 1' una per 1' altra queste espressioni, e ponendo 

— Z'^a,-=-=-m, avremo 

l=\ — am. (1) 

Con questa formula si può calcolare la lunghezza l di una 
ranga, corrispondentemente ad un intervallo termometrico a, 
landò ^ ed m sono cogniti. 

Sieno ora p e p' (fig. B) due punti fìssi la cui distanza pp' 
in superi che di poche linee la lunghezza della spranga AB. 
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Sia M la distanza pp' ; portiamo la spranga AB au jy>' e misu- 
riamo gli intervalli Ap e Bp' che chiameremo i ed i'. 
Ayremo evidentemente 

AB=l=M—(_i+i'); 

ed in virtù della equazione (1) 

ì=M—(;Ì'^i') = }. — atn. (2) 

Facendo l'operazione ad un'altra temperatura per cui l'intervallo 
termometrico sia a', si avrà 

r=M— (i, -h i,') — 1 — a'm. 

Dalle due ultime uguaglianze si ricava 

—('+■•)-«.+'■') 



Si vede dunque che tutta la questione è ridotta a determinare 
gli intervalli termometrici a ed a' e le distanze i, i', \, »,' dai 
punti fissi ; le quali misure bì possono fare con microscopi! mi- 
crometrici o con cunei di vetro come operò Bessel. 

Conosciuto il coeftìciente termometrico m, se si determinerà 
col mezzo di una misura campione la distanza M, si avrà il 
valore di 2 e si potrà dedurre colla formula (2) il valore di >.. 

Tali sono i principii su cui si fonda il comparatore di Bessel. 

Le ricerche a cui si sottopongono le spranghe dell'apparato 
di Bessel prima di adoperarle nella misura di una base sono 
due, cioè : 

a) Il paragone delle spranghe tra di loro. 

6) 11 paragone di una di esse con la doppia tesa campione. 



§ XLVIII. 

Faremo ora la ricerca dell' errore medio delle due operazioni 
suindicate e di quello dell'operazione della misura fatta sul ter- 
reno, onde determinare l' errore medio totale della misura di 
una base. 

a) Paragone delle spranghe tra di loro. — Sìeno rispet- 
tivamente i', 1", 1'", 1"" i valori di 1 per le quattro spranghe; 



1 
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m'". Mi"", i Talori del coefficiente termometrico di ciascuna 
; deBÌgnamo inoltre le singole spranghe coi numeri d'or- 
11, ni, IV. 

oponiamo ciascuna delle spranghe al comparatore, ed 
, in virtù dell' equazione (1) del paragrafo precedente, 
ro resultati seguenti : 



Spranga / . . . Z' = 1' — am' 

> 7/...r=i" — 6»i" 

> III...r=X"~cm"' 

t IV...r'=y"~dm-'". 



(3) 



1' -f- X" + 1'" + 1 '"' =: 4 L ; (4) 

> che bì è convenuto di chiamare hmghczsa della spranga 

imiamo x', a/', af", sd" gli scostamenti delle sìngole quan- 
lalla loro media L, ed avremo 



l"=^X+ar" \ 
J""=L-)-3:"", . 



(5) 



a:' + a^'H-aT"'-4-a/'"=o. (6) 

sostituzione dei valori delle ì, le equazioni (3) divente- 



I...Ì =^L+7f —arti \ 

> //...?' =i + 3;" —6m." / ,_. 

> Ill...ì" = L-^x' —cui" \ ^' 

» 7r...r=i+a:'"' — dm"". ) 

ome gli intervalli termometrici a, b, e, d sono cogniti, cosi 
sceremo i valori di 3f, a!\ a!", 3^", m', m", m'", m"", avremo 
relativi delle lunghezze delle quattro spranghe per ima 
itura qualunque. Quando, mediante la campionatura di 
le quattro spranghe, si sarà determinato il valore di L, si 
ranno anche le lunghezze assolute delle quattro spranghe, 
inazione (2) del precedente paragrafo ci dà, in generale. 



l=M~H-i-i').. 
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chiamiamo n la somma i-hi' e C la differenza M—L, così 
l'equazione (2) diventa 

l=L-^C—n. 

Per le quattro spranghe si ha dunque 

N." I...I' =L + C-n' \ 

» in...r=L-\-c-n"' \ ***^ 

> jr...r=i+c-n'"'.) 

Sottraendo le equazioni (7) membro a membro dalle (8), 
si avrà. 

w" :=C—x' -i-bm" t , , 

n'" = C-w"~i-cm"' ì ^^> 

n""^C--x'"'-}~dnt"". ì 

Questo sistema di equazioni contiene nove incognite, cioè la 
costante C, i quattro x ed i quattro m,-ma, in virtù dell'equa- 
zione x' -h af' -h x"' -h x" ^ 0, esse si riducono ad otto. 

Essendo ripetute in altre circostanze le esperienze che hanno 
dato luogo alle equazioni (9), si avranno per ogni nuova espe- 
rienza altre quattro equazioni come le (9) e si introdurrà sol- 
tanto una nuova incognita che è un nuovo valore della costante C, 
supponendo naturalmente che i punti fissi p ep' (fig. 8) sì man- . 
tengano a distanza costante nella durata dì ogni singola espe- 
rienza, ma ammettendo che la loro distanza possa variare tra 
una esperienza e l' altra. 

Per tal modo p esperienze o paragoni daranno ip equazioni 
tra (jJ + 7) incognite. 

Si può dunque avere un numero di equazioni superiore al 
numero -delle incoi^ite, e col metodo dei minimi quadrati otte- 
nere i valori pia plausibili delle incognite stesse. 

Trovati i valori delle incognite x', x", x'", jf", m', m", m'", m"" 
e C, si porteranno questi valori in tutti i sistemi di equazioni 
analoghi al sistema (9) per trovare gli errori i', i, A' , ^'"ec., 
corrispondenti ad ogni equazione. 

L' errore medio sarà dato dalla formula trovata nel Capi- 
tolo II ; e si avrà 



(10) ,=V -M_=V-K1-. 
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Esprìmiamo ora la lunghezza della base in funzione delle 
uantità L, x, m. 

Supponiamo che la spranga I sia stata portata N" volte ; la 
pranga //, N" volte ; la spranga ///, N'" volte ; la spranga IV, 
V"" volte. Rappresentiamo con [a] la somma di tutte le letture 
ermometriche fatte sulla prima spranga durante la misura della 
>ase; con [b] la somma delle letture termometriche fatte sulla 
econda spranga; [e], la stessa cosa per la terza spranga; [d] lo 
tesso per la quarta. 

Chiamiamo inoltre li un termine complementare esprimente 
utte le ulteriori correzioni, cioè la riduzione alt' orizzonte, gli 
ntervalli tra le spranghe, e le distanze delle due spranghe 
streme ai punti di partenza e di arrivo. 

Chiamando li la lunghezza della base, avremo, in virtù delle 
quazioni (7): 

3=iN'-i-N"-^N"-i-N"^L-i-N'x'-hN"a;'-hN'''af"-hN''"3^" 
- [a] m-— [b] »»" - Le] W - [rf] m"" ■+■ S. 

Se la campionatura della spranga N." I ha dato, per valore 
Iella spranga media, 

£=£■—3^ + 0,»»', 

a sostituzione di questo valore di L nell' espressione di B darà 

iN'-hN"-i-N"'-i-N"")K- (i^"H- JV ••hN"- )x'-hN"if'-i-N' V '-hN-'x" 
■ \{N'+N"-\-N"'i-N"')a-[a]]m'-[b]m"~[c]m"-[d]m'"-i-S. 

Astrazione fatta dei due termini estremi, che sono costanti, 
i potrà, scrivere il valore della base sotto la forma 

Di questa espressione si potrà facilmente determinare il peso 
econdo le regole date nei precedenti Capitoli ed avere cosi 
' errore medio dovuto alla prima causa di errore. 

Sia F il peso cosi ottenuto, f l' errore medio dell' unità, di 
leso datoci dalla formula (10), a l'errore medio cercato, avremo 



VP' 

b) Errore dovuto alla campionatura di una delle spranghe, — 
iiasi, per esempio, comparata la spranga N." / con la doppia 
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tesa campione 27, con il medesimo apparato che ha già servito 
a confrontare le spranghe tra di loro. 
Un primo paragone -avrà dato: 

ma le formule (7) danno 

dunque, sottraendo membro a membro le due prime equazioni e 
sostituendo nell' equazione risultante questo valore di T, avremo : 

i=2r— a:'-ham-hn — »'. 

Se si ripetono q volte le esperienze che hanno fornito le for- 
mule (8^^») si troveranno q valori di i, di cui si prenderà la 
media. Sieno a', a", a'", ec, i q scostamenti dalla media ottenuta, 
e sia [»■' r errore medio di un paragone della spranga con la 
doppia tesa, si avrà 






Sia ora le il numero di spranghe niedie contenute nella base, 
si avrà per l' errore medio ^ dovuto alla seconda causa di errore : 



Vq ^ q{q-\) 

e) Errore medio della misura sul terreno, — Se si scompone 
la misura della base in due o più parti e si considerano le singole 
parti come misurate separatamente, ^ potrà per ciascuna di esse 
fare il confronto dell' andata e del ritorno per dedurne Y errore 
medio. 

Sieno d', d", d", ec. le diverse parti in cui fu scomposta la 
misura della base. 

Sia 5' la differenza tra le due misure della parte d\ 
Sia ^' la differenza tra le due misure della parte d!'i e così 
di seguito. 

1j' errore medio della parte d' sarà —p: ; V errore medio della 
parte d!' sarà —p; e così di seguito. 
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Se la parte d' contiene r' spranghe; la parte d", *■" spranghe; 
la parte d'', t"' spranghe, ec; il peso della prima parte sarà-^, 

quello della seconda -;, quello della terza -^ , ec, quello del- 
l' intera misura —, ;, — ■ „ . 

r'-hr -r-r" -h... 
Si avrà dunque, chiamaDdo y^ V errore medio totale, di una 
misura 



ma siccome la bftse è stata misurata due volte, cosi V errore 
medio, che chiameremo r, sarà dato dall' equazione ; 

,=|v^-r]»-+Hf.+t],™+... 

2 ' f' r r 

Riepilogando : 

L' errore medio risultante dalla prima causa di errore è a, 
quello risultante dalla seconda causa è ^, quello risultante dalla 
terza è j- ; dunque, in virtù di quanto è stato dimostrato al § XLIV, 
r errore medio totale m, della misura della base sarà dato dalla 
relazione 

m' = a' + /3' + r', 
quindi 

)«=v'a' + ^' + T'-{*) 
Nel 1858 il professore Schtavonì misurò presso Ft^gia una 
base della lunghezza di 

2016r.569... 

L'errore medio calcolato nel modo che abbiamo spiegato è 
stato di l''".307, cioè 



dell' intera lunghezza della base. 

La piccola base di Napoli è delta lunghezza di 340''. 225 ; ed il 



1 resultati delle nostre misure delle basi presso Catania, presso 
la foce del Grati, presso Lecce e presso Udine non furono ancora 
pubblicati. 



§ XLIX. 

Il metodo di osservazione con gli istrumenti reiterato 
eiste nel puntare successivamente gli oggetti di un giro 
zonte, la cui visibilità è perfetta, e nel ripetere la m( 
operazione mutando il punto di partenza della uumerazi 
circolo, con l'avvertenza che ogni visuale sia osservata un 
di volte uguale con il cannocchiale a destra e con il canm 
a sinistra. 

Con tale procedimento si ottengono giri o strati sacce 
osservazioni, dalla eombinazione dei quali bisogna saper < 
il valore più plausibile delle singole direzioni osservate. 

Tale determinazione è oggetto delle ricerche seguenti 

Sia N il numero di oggetti che formano il giro di oi 
di una stazione geodetica; sieno 0, P, Q, R,... i punti s 
devono dirìgere le visuali. 

Se si prende come direzione iniziate la visuale del pi 
il valore di questa direzione sarà nullo ed i valóri delle ( 
direzioni agli altri oggetti P, Q, J?..., li rappresenterei 
A, B, C, ec. 

Ciò premesso, supponiamo che in uno strato di ossei 
si sieno fatte le letture seguenti: 

Direzione ad m" (*•) 

> a P ..... «J- 



Sia X la distanza arbitraria della direzione dall' 
delle letture. Se le letture ci procurassero esattamente il 
delle direzioni cercate, si dovrebbe avere : 



C-hx=m' 



('} Le formule tanto simmetriche clie si trovano in questo paragn 
IO date dall' Andrae nella sua opera Den Danske Gradi 
(") Cti indici 0, a, b, e, ... non vanno suàmbiati per esponenti. 
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Ma i resultati ottenuti essendo affetti, rispettÌTamente, da 
Tori che chiameremo i*, v", ?■', t-^, ec, si avrà invece : 



i CUI 81 ncava: 



x-A-A^^nf — V 
x-hB=m'' — r^ 



ro^m" — X — A 
t* = m>' — x — B 

ìf=^m' — X— C 



E se il peso di queste determinazioni è, rispettivamente, 
> P°i P^i P'i 60., in allora avremo le equazioni seguenti : 

\ r°-\/)?'^\/p"{ìn'' — x — A) 

) \ i* y/p'' = yji* (ni* — x — B) 

[ v' y/^ =^ ^/p {m' ~ X ~ C). 



Queste eguaglianze potendo convenire a qualsiasi giro di oriz- 
-nte, le ripeteremo per tutti i giri, ma porremo, ai piedi delle 
ttere rappresentanti quantità, variabili nei diversi giri, degli 
dici indicanti l' ordine del giro eseguito. 

Cosi per il primo giro le quantitàa;, »;",»»",»(',»«', jj'i.p'',^',!)', 
', r", r*, V', ec, saranno rappresentate con x„ m^", m,", w,*, vi,", 
°. i>i°>i'/iiVi '"."i !'."■ 'l'i '/i ec; ed in generale, per r»""* giro 
indice 1 è cambiato in ». 

Ciò posto, i varii giri dal primo fino all'»""' ci daranno ì 
^guenti sistemi di equazioni che non sono altro che una npe- 
EÌone del sistema (2) : 

'^,(m\ — x^,y/P^vj = ^';(m^—x,-A),y/p,t', = '\/^(m^,—x,~B),... 
5S('^-a^),V^^1 = V7U"'J~a^i — 'l)iV5^S'1^V'i~ì(»«ì — iPg — -B).--' 

® < ~ ^-). v5^ *^ =^ v5J^ ('< — ^- — -4), Vj'- *■ == v5iì; («; -~ ^. ~ ■^)t " 
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Elevando queste equazioni al quadrato e sommando memi 
a membro quelle che sono sulla medesima linea orizzontale, 
avrà, impiegando ovvie notazioni : (*) 

[PiViVj'}=p{(m°, —x,y~t-p^{ni1-~Xi ~Ay'hp\{m\—x, —B^-i-pl (m'j—Xi —C 
[pjKjrj]==p;(m;— a:j)'-i-p5(mi;— aij— jl)'-+-j>S(m5— aTj— B)'-l-j»5(»iS— aTj— C 

Sommando queste equazioni si avrà il valore della somma 
quadrati degli erróri, cioè: 

[2)TO]=[^)l^',v,] + [p,t■,^',]-^-[J)^r,r,]^-...4-[p.«,«,]^5. 

La quale quantità deve essere resa un minimo per otten 
i valori più plausibili di A, B, C. 
Si dovrà dunque avere : 

dS_ dS^ dS^ dS^ 

dx, ' dx, ' dx, ' " * (tf , 

dS_„ dS_ dS_ 

dA ' dB '^' dC "'• 

E quindi avremo i due sistemi di equazioni sedenti : 

p[m'j-+-p°m^-i-p\m\-i-p',m',-i-..^x,(p',-i-p^-ì-p^,-i-p'i-+-..)~hp',A~hi)\B~ 
p;»»;-f-pìi»t-HpìffiS4-i>S»';4-...:^a:,(y;-i-p^-+-j>ì+^)|+..)+p;A+i'ì-B- 

i;^ìK-h^ml-+-plmi-+p;,m',--h...=x,(pl-hpl-+pt-T-pt+--)-i-p1.A-ì-piB~ 

lf[m'j-i-p%m',-i-plm%+..^=^iX,-hp"tXt-\-p%x,-\-...-\-A{p\-+-p\+-p',-+. 
j)t»iì+i)ìwì+i>S»^SH-...=i'ta;,-i-j4a;i+j»S3;i-f-...+BCp;+i);-l-2)ÌH-. 
p'jml-i-plml-i-p;m°a-i-...'=p°,x,+p'tXt-+'plx,-h-.-ì-C(p°,-ì-pl-\-pl-h. 



(*] Cioè facendo 

p,»w,»V-'-Pi''Vi*-'-Pi*''i'''l*-*-- ■■=(?! "«"iJ 
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Ko le seguenti abbreviazioni : 
ÌPx *"»] =p°t>t\ -i-p'ni^ -i-p\ m'i -t-j>; mj - 



[p,»«,] = 



i; + j)j t»; -H^); m\ h-^jj m; + . . 






ti).]— J>5 -i-J'ì -f-i»! -I-i»; -^- ■ ■ 



[p"] =i'ì +p; -I- K +i>: + ■ ■ ■ +j>: 
[/'']=p; -I-i'; +?» +i*i + ■ • ■ +K 



ostituiti questi sìmliolì nelle equazioni precedenti si avrà : 
/ [p,m,']^[p,]x^-hp°A-i-p\B-hp'C-\-... \ 



[ [Pnf>'^]~[P,]^,-Ì-p:.-A.-i-plB •hp'.C+ ... 

I [p°m']^p',Xi-i'Plx,-i-ptiOt-h:.-h[p']A I 
L [p''f>t^]=p'',x,-\-p\x,~i-p\Xj~h...~h[p'']B I 
} [p'tn']=plXi-hp',x,~i-p'jXf + ... + [p']C 



(5) 



.icavati ì valori di x,,x,,x,, ec, dalle prime equazioni di 
to sistema, e sostituiti nelle seconde, si ottengono equazioni 
forma Beguente: 

{an) = iaa}A + {ab)B-ì-(ac)C~h... \ 
{bn)~(ab)A-h(bb)B-h(bc)C-h... [ (6) 



r 



»k 
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Le quali hanno la forma delle equazioni normali del § XXXIV, 
e risolte nel modo che abbiamo colà spiegato, daranno le equazioni : 

(an ) = {aa)A'h(ab )B-h(ac) C-f- .. . 



(cn,)= (ccJCh- 



■;;) 



(7) 



mediante le quali si otterranno i valori plausibili di A, B, C, ec. 

È utile di avvertire che in generale, invece di ritenere le 
quantità A, B, C, rappresentanti il valore delle direzioni ai 
punti P, ^, i2... , si suole sostituirvi delle quantità minori, onde i 
primi membri delle equazioni (6) e (7) non risultino troppo grandi. 

Per tal fine, se si chiamano A^, B^, C, , ec, valori approssi- 
mati di A, B,G.,. e che si ponga 

A^Ao+A', B=B,+B', 0=0, 4-C', 

e si sostituiscano questi valori nelle equazioni (2) e seguenti, i 
varii termini della forma m — x — A diventeranno 

m — x — A^--A\ 

e se si farà m — -4,=m' si avrà 

m' — a; -r -4' ; 

vale a dire che i termini dell' equazione del minimo conserve- 
ranno la forma primitiva. 

Cosicché, tutto il ragioBamento fatto per giungere alle equa- 
zioni (6) e (7) rimane il medesimo. 

Dunque possiamo ritenere che le quantità -4,B,C,ec., non sieno 
le direzioni stesse da misurare, ma soltanto correzioni da farsi 
a direzioni assunte provvisoriamente e poco diflFerenti dalle vere. 

E da ora in avanti tale sarà il significato dato alle quan- 
tità A, JB, C, ec. 

Se si chiamano a, /S, 7... le direzioni approssimative che si pos- 
sono prendere arbitrariamente, purché poco diflFerenti dalle vere 
direzioni, si avrà, per ogni stazione, da formare il quadro seguente : 

Direzione ad o'* .oo> .00 .00 

> a P a -^A 

y a Q /S -hB 

> a -R r -^C 

e le equazioni normali (6) daranno i valori delle piccole quan- 
tità A, B, a 
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K.'. 



ìA: 









§L. 

Passiamo ora alla determinazione delle quantità (an), (aa), 
{ab), (ac)y {in), {bh), {bc), {cn), {ce), o dei coefficienti delle equa- 
zioni (6) del paragrafo precedente. 

Prendendo dalle equazioni 5 (a) i valori delle diverse x e 
sostituendoli nelle 5 (6) e paragonando le equazioni risultanti 
con le equazioni (6), avremo: . • 






\Pr\ 



(aw)=|jp"w"]— 






-.a «%« 



P'PÌ 
[ih] 



<»«-.& 



=:r«"l— ìàh : (ab-\=- ìà^: (an-\=- 



ir] 



IVr] 
P"Pt 

Uh'] 



;(a&) 



[P.] 



; (ac)= 



PtPÌ 



Lp.] 



ì' 



/ j>t[j>iw,] 



/p?pj 



(6n)=(j)*»j'] 



_)pt[W^]. ,W,,_r«n_)i!?Ji'; (6c): 



[P,] 

P\[Pfh] 
[P^\ 



; W=[i>*] 



[i'."J 



[p*r 

pìpi 
Uh] ■■ 






il*' 



E?: 












Iplp" 



(cw) = [i>^m'] 



_Mi?!^]. r..^=^^.^^ 






; (cc) = [i/] 



M' 



T^J~ ••• 



PlP\ 

' Uh] 



Le formule precedenti, che sono di una simmetria tale da 
renderne semplicissimo l'impiego, possono essere ancora sem- 
plificate con le considerazioni che seguono. 

Suppongasi di aver terminata la stazione ad un punto dato ; 
tutti i resultati ottenuti a questa stazione saranno consegnati in 
un libro di osservazioni originali. Da questo libro si trasportano 
i resultati in un registro apposito il quale contiene per ordine di 



f . 
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data, cioè nel medesimo ordine con cui furono eseguiti, i succes- 
sivi giri di orizzonte ; così per ogni stazione si avrà per esempio 

Osservazioni alla stazione X. 



■ 

o 

H 

n 

b 

K 

1 


1875 


CANNOC- 
CmALE. 


POSIZIONE 

DSL 

CERCHIO. 





p 


<? 


Aprile 25 


s 


0« 0' 


0« 00' (/' 00 


52» 5' 5'^ 95 


58» 18' 26'^ 54 


2 




» 


» » 


» » 0.00 


» » 6.80 


» » 27.76 


8 




» 


60» 0' • 


» » 0.00 


> .4.70 


» » 25.28 


4 




» 


» » 


. » 0.00 


» » 5 . 75 


> > 26.98 


5 




n 


30* C 


» » 0.00 


» » 5.45 


> » 25.53 


6 




> 


1 

9 > 


» » 0.00 


> > 5.05 


» » 21.81 


7 


.... 26 


» 


» > 


» » 0.00 


— 


» » 26.67 


8 




> 


> » 


» • 0.00 


— 


» » 27.10 


9 




» 


150« 0' 


» » 0.00 


52 5 6.07 


— 


10 




> 


» > 


» » 0.00 


» > 8.10 


— 


11 




s 


» > 


» » 0.00 


> > 4.85 


— 


12 


• 


D 


» » 


» » 0.00 


» «5.30 


— 



Le lettere S e D indicano se il cannocchiale è a destra od 
a sinistra. Le lettere 0, P, Q, indicano i punti a cui sono dirette 
le visuali sottostanti. La direzione al punto essendo assunta 
►come origine, nella colonna sottostante si trova sempre ripe- 
tuto 0^ 0' . 0", 00 . . . Nelle colonne successive sono consegnati i 
resultati che si ottengono in ogni strato sottraendo la direzione 
del punto da quelle degli altri punti. 

Accade talvolta che durante le osservazioni il punto preso 
come origine si debba cambiare, o per trovarsi il punto primitivo 
in cattive condizioni di visibilità, o j)er altre ragioni. In tal caso 
la nuova direzione origine viene sottratta dalle altre dello strato 
corrispondente, e nel registro si deve segnare zero nella colonna 
che risponde alla nuova origine. 

Neir esempio che abbiamo sott' occhio si osservano sei strati 
in cui si sono osservati tutti e tre gli oggetti 0, P, Q ; due strati 
in cui non si è osservato la direzione P; quattro strati in cui 
non si osservò la direzione Q, 

Si possono così formare tre gruppi. 

I sei giri in cui si osservarono tutti gli oggetti si possono 
fondere in un solo gruppo, prendendo la media dei risultati e 
ritenendo che tutte le direzioni così ottenute abbiano il peso sei. 

I du^ giri in cui si osservò lo strato e Qsi fondono in uno solo, 
prendendo la media dei due, ed accordando al resultato il peso d^ue. 
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I quattro giri in cui non si è osservato che e P, si fondono 
. un solo fp'Tppo col peso quattro. 

In generale i resultati di una stazione si potranno riunire in 
*uppi il peso di ciascuno dei quali è rappresentato dal numero 
, strati che concorrono alla sua formazione. E nel medesimo 
'uppo, le direzioni osservate si riterranno avere il medesimo peso. 

Ciò posto, sia p, il numero degli strati del primo gruppo e 
9. 1, il numero delle direzioni osservate ; siano p, ed t, i numeri 
laloghi per il secondo gruppo ; ;), ed t, quelli del t«rzo gruppo, 
cosi di seguito. 

Avremo naturalmente 

b>]=',P,, [p,] = *>,- [p^ = i.P,^ ec---; 

questi valori di [p,], [p,], [|j,], ec, sostituiti nelle equazioni 
le danno i valori di {an), {aa), {ab),... (iti), (6J), (èc) ec..., 
iranno luogo alta seguente sem^ificazione : 



1 



, f«[p,».,l 

ip, ', 




ll'l '■, 


/p;p; 
1 p, •'. 


/PTp; 
IP, (, 


■] f7J;(»«) 


=[ri- 


m<-^- 


-p^«=- 




fi'ttft'».] 

\P. i. 






«Pi... 
Ip. '. 


p-.pi 
ipj <■. 


/ì-Hp,-»,] 

IP, ., 




Pipi 

p,<, 


ip, ì, 




.,j|ù^];(„, 


=[!>']- 


- Èli- (fc)=- 
p, 'l 


^^£1; ec. . . . 
IP.». 




(pì[p.»'0 




pjrf.., . 

p» 4 *" 


\p. h ■" 




/«[P.mJ 




p;p! 
p. i, 






•] «t'''"'"l;(») 


=M- 


- ìl^ec 






P,., 






Pili..».].. 
\P, h 




\p.*. 
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Si osserverà che si sono lasciati in evidenza gli indici ai pesi 
P'iP^iP% ec, affinchè, dove è necessario, si possa ricordare che, 
quando le direzioni corrispondenti non sono osservate, tali pesi 
vanno uguagliati a zero. 

Si scorge di leggieri che i rapporti 



h 



1 1 * • • • 

Pi Pi i>, 



Pt' P, P>' f^ 

P* Pt P. 



sono uguali all' unità, oppure uguali a zero, secondochè la dire- 
zione corrispondente all' indice a, b, e, ec, esiste oppure non esi- 
ste nel gruppo che si considera. 

Da ciò si vede che le formule suaccennate sono assai più 
semplici di quanto a prima giunta potrebbe apparire. 



r 



J 



§LL 



Ma a semplificare maggiormente la formazione delle co- 
stanti (aw), (aa), (ab), (ac),.,. (ftw), (66), (/>^) ec.,... sarà utilis- 
sima la compilazione di un quadro come il seguente : 



S M ^ 

s S p 
:j o ^ 

» o 


P 

m 

% 


P 





pA 


PB 


pC 


[pm] 


\pm\ 

• 


1 
2 
3 


Pi 

m 
• 

H 

■ 


Pi 
Pi 






pj'mj» 


p^'m^' 
Pi^^i 


[Pi^ì\ 

r7>3«»3i 


\p\^^ 

«3 

• 

»5 


[p] 


[p>w9] 


Ip^m'»] 


\p^m^] 


[p^m**] 



La formazione di questo quadro deve essere preceduta dalla 
classificazione delle osservazioni nei diversi gruppi contenenti le 
medesime direzioni; dopo di che si procede, gruppo per gruppo, 
alla formazione delle quantità da inscriversi nel quadro me- 
desimo. 



f. 



r^ì 



19 
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Cosi, Bupponìamo che nel primo grappo sì sieno osserYati ti 
azioni e BÌ sieno fatti }\ strati, si iDBcrìverà ^ nella colonna 

istata ^ , e ^, nella colonna intestata p. Nella colonna intestata 

0, corrispondente alla direzione iniziale*, si poiik p'm°=^Q. 
Ile colonne successive a destra si devono porre i p'm', 
m,', ec... La formazione di queste quantità deve essere spie- 
a. Sia per esempio da formare il valore di p,'»!,'. 
Anzitutto p' sarà od uguale a p, od uguale a zero, secondo' 
I la direzione corrispondente sarà stata osservata oppure no. 
Nel caso in cui la direzione non sia stata osservata basterà 
ique segnare una lineetta (— - — ) al posto che dovrebbe occu- 
« il termine p'ìu". 

Nel caso in cui la direzione A sia stata osservata, si ha p'^p, ; 
ta a vedere quale deve essere il valore dì m°. 
Se la quantità A che si cerca fosse il valore della direzione 
rispondente, basterebbe mettere per »i° la direzione osser- 
a; ma siccome A è soltanto una piccola correzione da farsi 
un valore approssimato a, cosi per m' sì porrà la direzione 
ervata diminuita della quantità a, conformemente a quello 
■■ abbiamo detto alla line del paragrafo XLIX. 
Dunque, se M,' rappresenta la media delle p, direzioni ad A 
[tenute nel primo gruppo, bì avrà m^=M'^*, quindi 

p' m,' =: j), 3/,° — i), a ; 



i si avrà 

p.^m,'^ Somma delle direzioni ad A—p^a. 
È evidente che, essendo la piccola correzione A da farsi sol- 
to ai secondi, cosi basterà effettuare i calcoli sopra le cifre 
rimenti i secondi. 

Si sommeranno dunque i secondi delle direzioni contenute nel 
ppo, e dalla somma sì sottrarrà tante volte il numero di 
ondi del valore provvisorio « quanti sono gli strati del gruppo. 
differenza così ottenuta darà il valore p,° m° da inscrivere 
posto indicato nel quadro. 

Gli altri termini analoghi si formeranno con la medesima 
ola. 
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Sommando tutti ì p,m, dalla prima linea orizzontale, 
[p,)n,] da ìnBcriverei nella colonna intestata [pm]. 

Dividendo [PiWj per j,, si avrà il valore da portar* 

scritto ' ■^'. '-* ■ Si ripete la medesima cosa per ogni stra 

Infine sommando i termini della colonna intestata 
avrà [p'm''}; sommando i termini della Colonna j?£ si avrS 
e cosi di seguito. 

Per tal modo si avranno tutti i termini contenuti ni 
mule del paragrafo precedente. 

Prendiamo l' esempio posto nel paragrafo antecedent 
Poniamo provvisoriamente: 

Direzione ad .... . 00 . 00 

» a P . . . . 52*. 05'. 05" -4-^ 

» a g . . . . 58M8' . 26"H-J? 

Nel primo gruppo gli strati sono 6, le direzioni B< 
si ha dunque ^1=6, i,:=3,*T-'=2. Si inscriveranno quest 

nel quadro. 

La somma dei secondi del valore di P, nel primo 
è 33", 70; sei volte il valore provvisorio 5" dà 30; 33", 
= 3", 70 sarà il p,'m^' da inscrivere nel quadro. 

La somma dei secondi del valore di Q, nel primo 
è 157,35; 6 volte il valore provvisorio 26" dà 156; 1 
renza 1",35 è il valore di j),'m,' da inscrivere nel quadi 

La somma 3',70+l",35 dei p,m, contenuti nella stes 
ci dà [p,»t,]:=5",05, da portarsi nella penultima coloni 

come i=3, così [Ji^L^^ = i. 6833, valore da 

neir ultima colonna. 

Non occorre che ripetiamo la spiegazione per il sec< 
il terzo gruppo; riportiamo qui soltanto il quadro già i 



....... 


V 


P 


- 


pA 


pB 


\pm\ 


3 


1 

2 


6 

i 







8.T0 
4,32 


1.85 

1.77 


6.05 
1.77 
i.Si 


12 





8.02. 


8.1B 



f» 



» i 



- 148 - 

Ciò posto, nelle formule del paragrafo precedente mettiamo 
i valori dati dal presente quadro. 
Avremo : 

(a»)= 4,1767, (aa) = 6, (ai) = — 2 
(6w) = 0,5517, (66) = 5. 

Le equazioni normali saranno 

4,1767= 6J.-2B 
0,5517 = -2^4-5B. 



Avremo poi 



6n. = 1.9439, 66. =4. 3333. 



Le equazioni risolventi saranno 



4.1767 = 6^ — 2JB 
1.9439=4.3333 jB. 



Avremo quindi 



^=0".846 
5=0". 449. 



Le direzioni più probabili saranno perciò 

Direzione ad . . . 0°. 00'. 00". 00 

> ad ^ . . . 52^05^05^85 

> a B . . . 58M8'.26".45. 

Nel caso in cui in alcuni gruppi sia cambiata la direzione 
origine, T impiego della tabella ausiliaria non $ meno ovvio. 

Supponiamo che la direzione iniziale non sia più 0, ma P, e 
sieno sempre a e ^ le direzioni approssimate di P e di ^ assunte 
provvisoriamente; in allora lo strato che si considera ci darà: 

Direzione a P . . . . 0*" .od .od' .o, 

> a (^ . . . . p>^A-\-B — A; 

quindi nel quadro ausiliario inscriveremo nella colonna j)^ invece 
di p'm** il valore zero, ed il valore di p*m* lo comporremo come 
nel caso ordinario, soltanto che sostituiremo nei nostri cal- 
coli jS — a a j3. 

Un esempio varrà a chiarire ancora meglio la cosa. 




stazione ad Y. 



ss 


D 


208. U 




D 


BiB.H 




S 


iS.lh 




S 


58. U 




u 


243.14 




s 


73.14 




s 


83.14 


29 


s 


16.55 




D 


211.54 




D 


■ÌtG.63 




S 


61.09 




s 


78.08 




D 


271.09 




D 


376.08 




S 


121.08 




3 


136.09 




D 


331.09 



21" 87 


58* 52' 19" 50 


9.88 


> 19.75| 


3.52 


• 19 


32 


2.1B 

2.12 


. 80 
> U 


83 
75 


7.10 


> 28 


63 


31.75 


> 29 


76 




68' 59' 26" io 1 




. 24 
. 22 
. 24 


S3 
50 
00 




. 32 


83 




> SI 

> 22 


37 

00 




. 28 


13 




• 23 


50 



> 19. 9< 

• 19. 3E 

. 20. 5< 

. 28. 2i 



Osservatore N. N. 
Istrumento.... (*) 



1 



Direzioni provvisorie. 



Direzione ad . 
> a P . 



. .OO'.Off'.OO 
. 46M7'.24"-1-A 
. 58°.52'.23"-j-B 
. 91M6'.22"-)-C' 



Quadro ausiliario. 





P 


» 


pA 


pB 


fG 


[pm] 


[^1 


[p«]. 


.730 
5 

,667 


7 
IO 

n 

8 







0.87 





i.es 

5. 76 
— 8.B6 


1 .40 


3.40 
5.76 

ai.7a 

-3.25 


. 8300 

2.8S00 

7.2400 

-1.82S0 


O.S66S 
1.6589 
1.9727 
2.6*06 




30 





0.87 


12.87 


14.38 




|pm]„-Jf 
M 


-1S.638& 
=5.5347 

= 7.0038 



Il quadro è facilmente riempito per il primo e per il secondo 
gruppo, nel modo che abbiamo già spiegato in un esempio pre- 



Esaminiamo dunque il terzo gruppo. 

Le colonne intestate ^ e j) sì riempiono in modo analogo a 

quello impiegato per i gruppi 1 e 2. Si dirà, infatti : 

< Gli strati del terzo gruppo sono 11; dunque metteremo 2)i=ll 
nella colonna p. Le direzioni osservate sono tre ; dunque 



ed ìnscriTeremo tale cifra nella colonna K. > 

i 

Poi si dirà: 

< Nel terzo gruppo non si è osservata la direzione 0, dunque 
porremo una lineetta nella colonna intestata 0. Nella colonna ^(.4 
dovendosi porre p'mi', ed essendo la direzione P considerata 
come iniziale, metteremo zero al posto corrispondente del quadro. > 
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Viene la formazioiie del termine da inscrivere nella colonna j 

Allora si osserverai che sottraendo la direzione provvis< 
a P dalla direzione provvisoria a (> si ottiene un valore 
termina con 59 ". Nel riepilogo della stazione sommiamo i mii 
secondi delle undici direzioni a. Q che compongono il tt 
gruppo, ed avremo 657". 73, mentre 11 volte 59 darebbe 6^ 
la differenza-4~8".73 è il pj'm,'^ che si deve porre al posto ii 
cato del quadro. 

Passiamo alla colonna successiva. Sottraendo la direzi 
provvisoria a P dalla direzione provvisoria ad R, il numero 
secondi risultante sarà 58. La somma dei minuti secondi d 
undici direzioni ad R, osservate nel terzo gruppo, è 659". 
mentre undici volte il valor approssimato 58 dà 638". La di 
renza 650".99 — 638, cioè 12".99, deve essere inscritta nel q 
dro al posto p,'ini'. 

Lo stesso si faccia per il quarto gruppo. Le colonne ii 
state [pm] e ^ — . ^ ai riempiono come nel primo e secondo gru 

sommando i pm che sono a sinistra sulla stessa linea orizzont 
Dopo questi nuovi schiarimenti qualunque altra spiegazi 

diventa superflua. 

La sostituzione dei valori contenuti nel quadro ausiliario u 

espressioni di (a»), (bn), (cn), (aa), (ab), {ac), (òb), (bc), (ce) 

darà, la seguenti equazioni normaii. 



— 6.095= 13.5830^— 6.4170S— 5.4170(7 
3.525 = — 6.4170^4-18.58305— &. 41700 
6.300=— 5.4170^— 5. 41705 + 12. 5830C. 

Da cui le equazioni risolventi: 

— 6.0950=13.583^— 6.417 5—5.417 C 
0.6459= 15.55255— 7. 9761 C 

4.1902= 6.3329C 



^ = -0".005 
5= 0.381 
C= 0.662 
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Le direzioni più probabili alla stazione Y sono dunque 

Direzione ad 0. .. . O^.OO'.OO" 

> a P. ... 46 . 17 . 24 . 00 

> a ^. . . . 58 . 52 . 23 . 38 

> a JJ. . . . 91 . 16 . 22 . 66 

Tenendo conto soltanto dei centesimi di secondo, il che basta. 



^: 






§ LU. 

Ora che si ò visto come si calcolano le direzioni più proba- 
bili di ogni stazione, nasce la quistione di determinare V errore 
medio di una osservazione. 

Al § XXXIII, nel Capitolo secondo, si è visto che chiamando S 
la somma dei quadrati degli scostamenti, per il caso di equa- 
zioni come le seguenti: 



li ' 

tv 



v=a A-hb Brhc C-\-...-\-n 
if=a'A + h'B-\'C'C^...-\-n' 



e ponendo. 



{aa)A 



«,=- 



{ah)B + {ac)C-^{an) 
(hb,)B+ibc,)C-h{bn,) 



si aveva V identità 



Ùi'' 



Lii 



(aa) (bb,) (ce,) 

espressione nella quale 3f indica il minimo valore di S, che 
corrisponde ai valori più plausibili di ^, B, C,... i quali sono 
dati dallo equazioni 5=o, >i4=o, f,=o,... 



(") Basta cambiare nelle equazioni (1) del mentovato paragrafo x, y, ?, 
in .1, B, C. 
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Ciò posto, per poter trovare Terrore medio di una osserva- 
zione, bisogna conoscere il valore di M, dopo di che si avrà 



w ra — - a 



i 
1 



.«1 



Ora, l'identità esprimente il valore di /S' sussiste per qualun- 
que valore di-4, J9, C,...; quindi anche per ^.=0, B=^o, C=o,... 
Per questo valore particolare delle incognite si ha 

e [pvv\ diventerà per esempio [pz^?^]©; avremo dunque 



e quindi. 



M IPW], ^^^^ ^^^^^ ^^^^^ 



Rimane a vedere che cosa diventa il valore di [pvv] quando 
si ha A=^o, B^=o, C=o,ec.; cioè rimane a trovare [pvvj^^. 

Se rimontiamo alle equazioni (3) del § XLIX, e sostituiamo in 
esse i valori delle x dedotti dalle equazioni (5 a) e quindi facciamo 

A=o, B=^Oy C=o,.., 
avremo, prendendo per esempio la prima delle equazioni (3), 

Ma siccome si ha [/?J=*ii^o ed inoltre per il medesimo 
gruppo e per tutte le direzioni osservate si ha 



p; =p,^ =p,^ = . . . =:p, ; 



così avremo: 



t,«.l=.,((».-E^])V(»,-t«J)V...j; 






i 
> 



20 
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oppure, sotto forma diversa, 

Analogamente, per il gruppo 2, si avrà 
[p.,.a=|;j(l>.m,--^^l)V(;,.«a,--[^)V...j; 

e così di seguito. 

Sommando poi tutti questi resultati, avremo il valore di [jp tv]». 

Per poco che si faccia attenzione ai termini dell'espres- 
sione [pv^t^*]», per esempio, si vede che ognuna delle paren- 
tesi ( ) comprende la differenza tra un pjnt che si trova nel 

quadro ausiliario ed il valore di t£i!^^J che si trova nel quad 



ro 



sulla stessa linea orizzontale. Con una tavola dei quadrati, come 
la Tav. I' messa in fondo a questo volume, si possono avere i 
quadrati delle singole parentesi, farne la somma, dividerla per pi ^ 
e poi inscrivere il resultato in una colonna aggiunta al quadro 
ausiliario. Fatto questo per tutti i gruppi, se ne fa la somma, e si 

ha il valore di [w^;!?!., da cui si dovrà sottrarre y^-ì-TJ—l- -h . .. 

(aa) (66,) 

onde avere il valore di M. 

Per avere poi il valore dell'errore medio i^ si osserverà che 

il numero delle equazioni u è uguale alla somma delle quantità 

che abbiamo designato con i, cioè si ha 

Il numero delle incognite p è uguale al numero delle quan- 
tità a?,, iF,,...a:„, più il numero delle direzioni A, B, C,..., astra- 
zione fatta dalla direzione iniziale. Designando dunque con n il 
numero dei gruppi, e con d il numero delle direzioni esclusa la 
iniziale, avremo: 

cr — /3 = [?'] — W — rf, 

eppercid, 



. Vm_„_ 



[?'] — n — d 




=0.61 



Applichiamo questi principii al secondo esempio del para- 
grafo precedente. 

Aggiungiamo un'ultima colonna intestata [pvv], al quadro 
ausiliario e poi ragioniamo cosi: 

Per il primo gruppo si farà, la differenza tra -^V-^^ 0.8500 

ed i varii pm posti aulla stessa lìnea. Si ha jy'm'^o, quindi 
la differenza sarà 0.8500; si ha ji,"m,°=:0.37, quindi la diffe- 
renza 0.8500 — 0.37 sarà 0.48; si ha p,'»i,'^l ,63, quindi la 
differenza 0.8500—1.63 sarà 0.78; (*) si ha ji,'»v=1.40, quindi 
la di£Feren2a sarà 0.55. 

Ora, di tutte queste differenze . 85, . 48, . 78, . 55, si cerca 
il quadrato nella Tav. I», e si ha : 

("jm,"— '^2,4!V|y=(0.85)' = 0.7225 

(pm,— t£4^y=(0.48)'=0.2304 

(j,„,;_[P.«jy=(0.78)*= 

/p»,,' _[^i^y=(0.55)'=0.3025 

Sommaci. 8638 

Questa somma deve essere divisa per p.=7 e si avrà 0.2663, 
cifra da inscrìversi nella colonna [^t'^jg sulla linea del primo 
gruppo. 

Ragioneremo ugualmente per i gruppi succèssivi ed inscrive- 
remo i resultati nell' ultima colonna. 

Sì tira poi la somma della colonna intestata [pz'Z'li, e si ha 
il resultato [|)i^]o=^12.5385, segnato ai piedi della colonna 
stessa. 

Dalle equazioni finali, trovate nel paragrafo precedente, si ha 

(an)^- 6.0950 (oa) = 13.5830 
(6» j = . 6459 (66.) = 15 . 5525 
(CM,)= 4.1902 {cc,)= 6.3329; 



(') Si Ta astrazione del segno perchè tali dilTerenxe debbono essere ete- 
ite al quadrato. 



_J 



da cui si ricava : 



»)'. 



=2.7352 



S'l4^ = 0.0268 
{DO,} 

^=2.7727 
(ce, ) 

Somma=5.5347. (*) 

Portata questa aomma sotto il [p^?'], ed eseguita la sottra- 
zione si ha 



Ora si ha qui 



dunque 
finalmente 



«=numero dei gruppi^T-4 
f/= numero AelleA,B, (7—3, 



^ — pt:r=[i-\ — n-dr^ 



per cui r errore medio di una osservazione semplice, 



(') Il cnkola delle quantità contenute nello schcmn suaccennata è tanto fiiti 
breve, in(|iianti)cliè nella risoluzione delle equazioni normali (li) si è già dovuto 
formare i 703. p^.Joj.^i^,/!??. r^.' "'^ i log.(an),log.{bb,\log. (ce,), ec... 

(") Conviene notare che in tutti i calcoli che sì riferiscono alla compen- 
»i/Jonc di lina stazione bastano tavole di logaritmi a i decimali. 



Vii 



■ i'. 
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§ LUI. 

Così noi abbiamo, con un calcolo relativamente breve, l'errore 
medio di un'osservazione. 

Ma tale procedimento si fonda sulla riunione in un medesimo 
gruppo di tutti i giri o strati contenenti le medesime direzioni. 

Evidentemente tale metodo ha il vantaggio di obbligarci a 
considerare soltanto quattro o cinque gruppi p^r ogni stazione, 
anziché venti, trenta ed anche cinquanta strati ; e quindi i cal- 
coli ne rimangono notevolmente abbreviati. 

Rimane a considerare se tale metodo sia così rigoroso come 
sarebbe quello di calcolare la somma dei quadrati delle v per 
ogni singola osservazione. 

Teoricamente parlando, il procedimento da noi esposto nel 
paragrafo antecedente sarebbe rigoroso, ma supporrebbOi che la 
legge di possibilità degli errori fosse ugualmente attendibile per 
un numero piccolo come per un grande numero di scostamenti, 
il che non è. 

Col sostituire pochi gruppi a parecchi giri d' orizzonte, noi 
veniamo ad ottenere un numero relativamente piccolo di scosta- 
menti, mentre, per avere un criterio più esatto della bontà delle 
osservazioni, è necessario di determinare lo scostamento di ogni 
singola osservazione e fare in seguito la somma dei quadrati 
di detti scostamenti, somma che designeremo con [fi;], invece 
che con [i^vt']. 

Abbiamo chiamato [j)w]o ^^ valore di [p?^v] quando si sup- 
poneva A=o, B=o, C=o,... ed abbiamo visto che il valore 
minimo M di [pw] era uguale a 

(aa) (bb,) (ce,) 

Nel caso attuale, invece di [i)re?]o si porrà [vv]^^^ e si avrà, 
analogamente, 

M-lvvì, ^^^^ ^^ ^^^^^ ... 

Il modo poi di calcolare [vt^^ non è diverso da quello col quale 
si è calcolato [^^t^^lo; soltanto lo si calcolerà per ogni strato, 
invece di calcolarlo per ogni gruppo, e si porrà sempre jp = l. 
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Avuto il valore di M, {che sarà maggiore del valore trovato 
l metodo del paragrafo precedente) si otterrà poi il quadrato 
11' errore medio di una osservazione dividendo il valore di M 
r il numero delle osservazioni diminuito dal numero delle 
reziooi iniziali x, che sono tante quanto gli strati, e del 
mero delle direzioni A,B,C...; cioè, chiamando n il numero 
Ile osservazioni, s il numero degli strati, d il numero delle 
razioni, A,B,C...f si avrà, conservando &o e p il significato 
ecedentemente loro attribuito, 

... M M 



Questo valore di ff* è il più esatto che si possa ottenere dalla 
mpeisazione di una stazione isolata, e sarà difatti quello che 
servirà di criterio definitivo. 

Il valore f.", meno rigoroso, ma cosi facile ad aversi, trovato 
1 paragrafo precedente, è soltanto da considerarsi come crite- 
I provvisorio che l' osservatore impiegherà per giudicare della 
ntà delle proprie osservazioni. 

Sarà bene che prendiamo per esempio la stazione ad X del § L, 
che procediamo alla ricerca del valore di Me di i^.u col metodo 
[oroso esposto nel presente paragrafo. 

I valori provvisorii assunti per la suddetta stazione sono 

Per la direzione ad . . . 0° . 0' , 0" 

> a P. . . 52 . 5 . 5+^ 

> a § ... 58 .18 .26 +B 

Lo strato ti." 1 (Vedi registro della stazione a pag. 143) ci dà 
»«/=o,j9,"m,-=5".95~5"=0".95,p,'m,*^26".54-26"=0".54, 
somma [p.w,] è dunque 0.95-!-0.54=l".49, il numero delle 

"ezioni i, è uguale a 3, quindi ^ ^'. •^ :=—- ' -=z0.t>0; si avrà 

indi 

[£.aJ_j,,.„,.=+o.5o 



.•=-0.46 



iMhl- 



|:p,^_P>,>=-0.04. 



''Wl 



I quadrati di dette quantità sono, rispettivameate 
0,2045, 0.0016; la cui somma è 0.4561; che deve eeaei 
per p: ma p=l, dunque per lo strato N." 1 si avrà 

Ragionando allo steBso modo per tutti i 12 strati 
stazione si ha il valore totale 

|;m!]^=10.8505... 



(^=(*-l'67)_U2.9074 
{aa) 6 

Somma=3.7794 



Dunque 



(»»)• (t».)'. 



Ora il numero delle osservazioni è uguale a 30, quel 
strati è 12, quello delle A, B, è 2, dunque si avrà 
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§LIV. 
Riprendiamo le equazioni (6) del § XLIX. 



(6) 



( (an) = 
(6n) = 

( (c«) = 



(aa)A 
(ab) A 
(oc) A 



(ab)B 
ibb)B 
{hc)B 



{ac)C 
ibc) C 
(ce) C, 



e mettiamo ì valori di A, B, C, sotto la forma seguente: 



(6 w) 



A= 
B*= 

0= 



(om) (an) 
(celi) (an) 
(»r) (an) 



(a/3) (bn) -h (ar) (cn) 
(0/3) (bn) -+- (M (cn) 

(M (^) + irr) (cn)- 



È facile yedere come le quantità (a«), (a/3), (ay), (/s/3), ec... sono 
date dalle equazioni del peso (8), (8"»), (8<«) del § XXVIII, cioè : 



(«) 



» 

\ 



(b) 



(e) ■ 



1: 






1: 

0= 

0= 
0= 



(aa) (aa)-i- (a6) (a/3) 

:<a6)(aa) + (66)('»/^) 
(ac) (cut,) -+■ (bc) (a/3) 



: (aa) (a/3) 
(ab)(a^) 
(ac) (a/3) 



(ab) (m 

(bb) (m 

(bc) (m 



(ac) (ar) 
(bc) (ar) 

(ce) («r) 

(oc) (M 
(bc) (M 

(ce) (/3y) 



(aa) (ar) + (ab) (^) + (ac) (rr) 

(ab) (ar)-f-(W) (M +(bc) (rr) 

(ac) (ar) + (bc) (/3r) + (ce) (rrl 



Eliminando (a/3) tra le equazioni (b), ed (a-r) e (/3r) tra le 
equazioni (e) si ottengono invece dei sistemi (b) e (e) i sistemi 
seguenti : 



(b') 
(C) 



l = (bb,){m-^(bcò(M 
0=(bc,)(m-^(cc,)(M 

(cc,)(rr)=l- 



La risoluzione dei tre sistemi di equazioni (a), (b'), (e') si può 
effettuare sullo schema stesso del § XXXIV col quale si sono 
risolte le equazioni normali. 
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Per fard intendere il procedimento, prendiamo il caso dì 
equazioni normali, e formiamo uno scbema che contenga: 
1' La risoluzione delle equazioni normali 
2° La risoluzione del sistèma (a) 
3' La risoluzione del sistema (&') 
4° La risoluzione del sistema (e'). 
Siccome nella risoluzione delle (a), (b'), ((/) una gran p 
dei calcoli si può risparmiare, perchè già effettuati nella ris 
ziòne delle equazioni normali, cosi si comprende il vantaggi 
porre in riscontro la risoluzione di queste ultime equazioni 
quella delle (a), (b'), (e'). 

Neil' annesso schema it quadro (1) comprende i calcoli 
la risoluzione delle equazioni normali ; il quadro (2) compn 
i calcoli per la risoluzione delle (a) ; il quadro (3) serve 
risoluzione delle (b') ; il quadro (4) risolve l' equazione (e'). 
Accanto allo schema poniamo un esempio pratico, cioè 
sentiamo la risoluzione delle equazioni normali ottenute i 
compensazione della stazione Y del § LL 



rr 
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-6.095 



. 7850 n 
9. 6520 11 
. 4488 
. 1799 
. 2689 



18.588 



1 . 1880 



— (/', 0050 



=^ 



-6.417 



. 8073 n 



9 . 6743 n 



9 . 5808 



9 . 2551 n 



— 5.417 



. 7338 n 



9 . 6008 n 



9 . 8207 



9. 4215 n 



8 . 5250 



— 2.8791 
. 6459 
9 . 8102 
8 . 6184 
. 0415 
. 3394 



18.5830 



— 3.0315 



15 . 5515 



1.1917 



0'^3809 



— 5.4170 



\B 



— 2 . 5591 



-7.9761 



0.9018 n 



9. 7100 n 



9 . 8207 



9 . 5307 n 



6 . 3000 



-2.4811 



3 . 8689 



0.3318 



4 . 1902 



. 6222 



9 . 8207 



0''.6618 



12 . 5830 



—2.1603 



10 . 4227 



—4.0908 
6.3319 



. 8015 



=C7 



m 



(«»)=! 





8 . 8670 
. 0736 
. 0404 
. 0389 



. 1529 



= (aa) 



9. 6743 n 
8.9154 
8 . 5897 n 



(&n)=0 



9 . 6008 n 
9 . 0053 
8 . 6061 



9 . 6743 
8 . 4825 
. 0304 
. 0519 



. 0823 



= (ap) 



{en)=sO 



9 . 7100 n\ 
9 . 0053 
8.7153 n 



. 8988 
. 2423 
. 6411 
9 . 8069 
9 . 0053 



. 1012 



(2) 



0.8016 
=:log{ar) 

=(«r) 



(6n^)=l 



8 . 8082 
. 0643 
. 0415 

. 1058 



^m 



9.710011 
8 . 9084 
8 . 6184 



(cnj=0 



9.7100 
8 . 9084 

. 0810 

CtUj^ =3 1 

(TT)= 



0.8016 
. 15T9 



(3) 



(1) 
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Si potrà dunque scrirere 

^=0. 1529 (ari) + .0823(in) -+-0. 1012 (cn) 
B=O.OS'23(«M)-hO.1058{H+O-<J81O(e») 
C=0.1012(a») + 0.0810((<rt)H-0.1579(crt). 



E se poniamo 



(an) = — 6.095 
{bn)= 3.525 
(cn)= 6.300, 

troviamo nuovamente : 

^=-0".005 
B= 0". 381 
C= 0".662. 

Trovate le direzioni più probabili ad ogni stazioi 
tati cosi ottenuti sono destinati a subire una nuova mo 
per effetto delia compensazione della rete geodetica. 
(2), (3) ec, le correzioni da farsi rispettivamente s 
tità A, S, C, e sieno (an) + [1], (Im) ■+- [2], (cn) -+■ [3], i 
prendono (an), (bn), (cti), . . . quando invece di A, B, 
nelle equazioni normali ^ + (1), B-+-(2), C?H-(3); ( 
sostituzioni, e fatte le riduzioni evidenti, le equazi 
ventano : 

/ [1] = (ao) (l) + (o6) (2) -H (oc) (3) 

(8) [2] = Ca6)(l)-t-(i6)(2) + (èc)(3) 

([3]=(«c)(l)-h(ic)(^) + (c6-)(3). 

Le medesime sostituzioni fatte nelle equazioni: (6''' 
il sistema: 

(a)=(..)[l]~i-(.)3)[2]+(.r)[3] 

(8>") (2)=(.fflLl]+C»)[2H-(3r)[3] 

((3)=(«r)[l]+(r»r)[2]+(rr)[3]. 

Di queste equazioni si vedrà 1' ubo nei paragrafi i 
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Per r esempio namerico trattato in questo paragrafo si ha 



(l)=0.1529[i; 



(2) =0.0823 
(3) =0.1012 



4-0.0823 
0.1058 



2 
2 



0.1012 
0.0810 



l]-f-0.0810[2]-+.0.1579 



3 
3 
3 



§LV. 

Nel Capitolo terzo si è visto come si può procedere alla com- 
pensazione di osservazioni che devono sodisfare rigorosamente a 
certe condizioni geometriche. 

Gauss, nell' applicare il metodo dei minimi quadrati alla com- 
pensazione di una rete trigonometrica, trattò la quistione dal 
punto di vista più semplice, che è quello da noi svolto nel Capi- 
tolo terzo. Egli aveva misurato gli angoli di ogni 'triangolo con 
istrumenti ripetitori e le sue osservazioni erano considerate come 
indipendenti le une dalle altre. - 

In tal caso la compensazione consisteva nella formazione delle 
equazioni di condizione e nello stabilire che la somma dei qua- 
drati delle correzioni fosse un mmimo. 

Ma tale non è il caso nostro, poiché coli' osservare ad ogni 
stazione le direzioni dei varii punti del giro d' orizzonte riferiti 
ad una direzione iniziale unica, noi otteniamo un sistema di osser- 
vazioni che non si possono più considerare come indipendenti tra 
di loro. 

Mentre nel caso di Gauss V equazione del minimo era 
[g']=: minimo, essendo e', e", e'",.... le correzioni da far subire alle 
osservazioni; nel caso nostro, invece, l'equazione del minimo è 
S=[vv'\=minimaj avendo le v il significato loro attribuito 
nel § XLIX. 

La compensazione di una stazione considerata come indipen- 
dente dalle altre, si è fatta col rendere S un minimo assoluto; 
la compensazione della medesima stazione in rapporto con le altre 
della rete si farà col rendere S un minimo relativo, cioè col far 
coesistere l'equazione dS=o, alle equazioni di condizione. 

In questo caso, i valori più probabili, già trovati ad ogni sta- 
zione, devono subire nuove correzioni (1), (2), (3) ec...., la cui 
ricerca è oggetto della compensazione. 

Si è già visto nel Capitolo terzo come le equazioni di condi- 
zioni si possano sempre considerare come lineari rispetto alle 



i ^'\tU' 



\ 
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correzioni, quindi noi supporremo che le equazioni di condizione 
abbiano la forma seguente: 

Jb = Hi(l) + 8,(2) + B,(3)4-... 

C =t'(l)-4-t,(2)+t,(3) + ... ' ^"^ 



A queste equazioni di condizione bisogna aggiungere quella 
che S= minimo, o ciò che fa lo stesso, ■^S==minimo. (*) 

Indichiamo con J, IJ, IH, ec, i coefficienti ausiliarii a cui 
si è dato nel Capitolo terzo il nome di correlativi. 

fiagionando come si è fatto al Capitolo terzo si avranno le 
equazioni : 



2d(l) 
1 dS 



-+-ajJH-Ir2//+C2-f^^'+---=o 



-^^^-jy. -i-Uz I-^h II -^h III -+-... = 



Ma si ha dal § XLIX: 
IdS 



2dA 



= (ad) A 4- (ab) B 4- (ac) (7— (an), 



quindi se si cambia A, B, 0, in ^ + (1), B-f- (2), (7-h(3), si avrà 

l^=lf^=(aa)AMah)BMac) C^(an) 
(aa)(l)-r(a6)(2).+-(ac)(3). 



(') Si fa così neir intento di far sparire il fattore 2 che si ottiene diffe- 
renziando dei quadrati. 



•^^ 
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Ma si ha, dalle equazioni (6) del § XLIX, 

(a») = (aa) A + (ah) B + (ae) C, 



dunque, riducendo, si avrà: 



1 dS 



2d^ 



= (aa) (1) + (ab) (2) + (ac) (3) =[1]. 



. . I 



Parimente si avrà 



5^=(a»)(l) + W(2) + (*c)(3)=[2], 



ed anche 



1 dS 



2d(3) 



= (ac) (!) -^(bc) (2) -h (ce) (S) = [Sl 



Cosicché le equazioni (b) diventano 

[2]-f-aa7+bj77+t27J7-+-...=0 
[3] -f- »8 ^4- Ir, 77+ 18 777+ . . . = 



se si cambia il segno ai coefficienti arbitrarii 7, 77, 777, ec, 
il che è permesso, sì potrà scrivere: 



a*74-lr,77-+-t.777-h... \ 
a,74-lr,77-hc.7774-... f 



[1] = 
[2] = 

[3] = a. 7+ b, 77+ 1. 777+ 



:■: ) 



(e) 



Nel paragrafo precedente si è visto il modo di determinare 
le (1), (2), (3)...; in funzione delle [1], [2], [3]. 
Si era ottenuto : 



(1) 

(2) 
(3) 



(«a) 


[11 


+ (*/3) 


[2' 


+ («r) 


S 


(«^) 


[1] 


-^im 


[2' 


+(^r) 


[3] 


(«r) 


[1] 


-+-(^) 


'2' 


+ (77) 


[3] 



r-ì 

"f- . . . / 



(d) 



^ 



Ponendo in queste equazioni i" valori di [1], [2], [3], dati 
Ile {e) avremo le equazioni correlate : 



1 



+[("») t. + W) «,+ <»r) t. 4 



:"W»,+W)».+Or)».+-]i+[(«Blr.+(^Wl,H 

+ [(«/3)t.+(/3/3)«,- 

•r)»,+ Cft-)j.+(T7)«.+...]-r-h[(=.r)l).+07)l.- 
+[("r)t,+(Mt,- 



-(W.- 
-(/5r)i.H 



■(rT)k.H 



...]/7 
...ÌIII 



...]J7 



..]/7 
..li7J 



ure, 86 si fa, 


set abbreviare : 




3, 

S, 
t. 
e 


= («),, + (.«, 


+ ("r)«,+.- 
+ («r)l.+... 
+ («r)t.+... 
+(/3r)».+... 
+ (/5j-)li.+... 
+(/3r)e,+... 



(l) = |.,/+J,/J+«H7-f... 
(2)=J,7h-J.//+c,JÌI+... 
(3) = g,ÌH-S.iJ + t^//r+... 



Trasportando questi valori delle correzioni nelle equazioni 
jondizione (a), otterremo le equazioni normali : 

■ .'t=(»S)/+(.S)7/-t-(.(I)JJ/+... 
iB = («S)7-t-(l,g)77+(l,t)777+... 
G =(««)7+(l,e)I7-4-(<«)777+... 
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Per simmetria, poniamo : 

Ì0=(H|t) 

e =(t|[), ec. 

e così le equazioni normali avranno la forma seguente: 

(ag) = (a^) I-h (hì) n-h (h«) lU-h . . . 

(b|[) = (KS)7+(b$)IZ-+-(b«)7I7+... / ,f. 

(t|[) = (h«) I-h (b«) n-h {tf,) III + . . . ^ ^' 



Risolvendo queste equazioni col metodo di Gauss, si otter-r 
ranno le equazioni finali seguenti: 



(aio =(8^)7+ (aS) 77+ (a«) 777+... 
(Ir|[.l)= + (bg.l) 77+ (b«. 1)777+... 

(r|[.2)= +((«.2)7i7+... 



ia) 



Per mezzo di queste equazioni si ottengono i correla- 
tivi I, II, III, ec, che portati nelle equazioni correlate (e) 
daranno i valori delle correzioni (1), (2), (3) ec. 

La compensazione di una rete trigonometrica consta dunque 
delle seguenti operazioni : 

P Formare le equazioni (d), nel modo spiegato al para- 
grafo precedente. 

2^ Formare le equazioni di condizione, secondo le regole 
esposte nel Capitolo III. 

3"" Ciolle equazioni di condizione passare alle espressioni delle 
quantità [1], [2], [3], ec, in funzione dei correlativi /, II, III. 

4** Sostituire i valori così ottenuti nelle equazioni (d) onde 
avere le equazioni correlate {e). 

5** Sostituire nelle equazioni di condizione i valori delle 
correzioni dati dalle equazioni correlate, onde avere cosi le 
equazioni normali (/*). 

&" Passare dtdle equazioni normali alle equazioni finali {jy\ 

22 



ti 









» 



irminare i valori dei correìatù 
ituire questi valori nelle equaz 
re delle correzioni. (*) 



LVI. 

a M che abbiamo imparato s 

dorè, quando in essa, invece i 

K2), C+(3). 

tianio k1 § XXXI, nel Capito 

espressione 

■=Jlf+U«--4) + ''0/--B)- 

= [li] esprime il valore mii 
.. hanno il significato loro a 
iono i valori più plausibili del 
a:-^^-+-(l), .y=B-+-(2), z = 
so nostro, si ha 

5=JJf-(-5(l)-i-'7<2) + i:(3 

o membro di questa eguagliai 
ma è M, che è il valore mini 
\ compensazione della stazione 

Ajf=Ul) + »(2) + C(3) 

ppunto la variazione che subit 
;e delle primitive direzioni A, . 
ione le direzioni compensate A-\ 
&S0 attuala si ha 

= (aa)(l)-h(«6)(2) + M(3) 
= (a6)(l) + (W)(2) + (6c)(3) 
= (ac)(l) + (60(2) + (cc)(3) 



si alle direzi 
su tutte le 
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Con q^ueste BostitnzioQi il valore dì &M sarà : 

4jlf=[l](l) + [2](2) + [3](3). 
Per un'altra stazione si avrà per esempio, 

ii(f=[4](4)H-[5]{5) + [6](6)H-..., 

e cosi di seguito, e quindi, designando con [iM'\ la S' 
dei ìM, avremo 

[43fl=[l](l) + [2](2)+t3](3) + [4](4) + [5](! 

espressione in cui entrano tntte le correzioni. 

Avuto riguardo alle equazioni (e) ed (e) del par 
cedente, si avrà: 

[l](l)=f»,J+lr,7J+i,/JJ+..j|g,7+J,//+< 
mm={t,I+ì,II+cIII+..\\^l+<S,n+t 
[3](3) = {,.7+l,,7/+,,/J'/+..|(3./+J,//+< 



e sommando membro a membro tutte queste egua 
sono in numero uguale a quello delle correzioni, si 

/ ( (. J) 1+ (aS) 11+ (.«) in+..]i 
[{<f»)i+(imiiMM)ni+..]i. 

ì\(tt)I+(bi)Il-l-(tt)III-l-..\I. 



Se si tiene conto delle equazioni nonnali (/*), sì 

[lJ)f]=(.J)7+(bS)J7+(.8)777+... 

Il valore di [i^f] si pud anche scrivere come se 

[ajr]=(,^)7.7+2(ag) 7.77 + 2(ai!57.77I - 

+ (l.g)77.77+2(b«)77.777 

+ (i«)/77.77 
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quindi, con un procedimento usato piò volte in questo libro, si 
porrà la suddetta equazione sotto la forma seguente : 

Bisogna osservare che le quantità che entrano in questa 
espressione sono i coefficienti delle equazioni finali (g) del para- 
grafo precedente, e che quindi i loro logaritmi si trovano già 
calcolati nel quadro che contiene la risoluzione delle equazioni 
normali. 

Ciò posto, sia. 2 la somma di tutti i [tw] per tutte le stazioni 
della rete compensata, si avrà : 

Ora, il numero totale delle incognite, è uguale alla somma 
del numero delle incognite di ogni stazione. 

Il numero delle equazioni è uguale al numero delle equazioni 
già esistenti per ogni stazione, più il numero delle equazioni di 
condizione impiegate nella compensazione della rete. 

Sia dunque N il numero totale delle osservazioni, n il numero 
totale delle incognite, e il numero delle equazioni di condizione; 
r errore medio di una direzione semplice sarà dato dalla relazione. 

(a - p) uii. = [(N- n) -f- e] FP = 2. (0 

(Vedasi V esempio contenuto al § LVIII). 




§ LVII. 

Può accadere che si debba determinare il peso e Terrore 
medio di una funzione delle direzioni osservate ad una stazione 
senza ancora tener conto della compensazione della rete. In que- 
sto caso il problema che dobbiamo risolvere è quello trattato 
al § XXXVl. 

Abbiamo visto che la funzione che si considera può sempre 
essere ridotta a forma lineare, cosicché, nel caso attuale, avremo : 



r ■ 
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in cui i valori delle direzioni A, B, C, sono quelli rie 
compensazione di una stazione. 

Si è visto al citato paragrafo che chiamando P 
si aveva 

y=li«, 

e si è anche visto il modo di calcolare le quanti 
Qiì Qit Q,f" che danno 

lLQ]=L,Q.-hL,Q,-hL,g. + ... 

lì problema è dunque completamente risolto. 

Ma se si avesse da risolvere lo stesso problema 
zione U delle osservazioni già assoggettate alla co 
della rete, in questo caso ci troveremmo dì fronte i 
che abbiamo accennata al § XLII, Capitolo III ; 
funzione U può contenere esplicitamente soltanto un 
direzioni compensate, mentre in realtà, essa è funzi 
le direzioni del sistema sottoposto a compensazione. 

La soluzione del problema si dividerà dunque i 
In primo luogo, mediante l' artifizio impiegato al 
metterà la funzione U sotto forma tale che conte 
direzioni compensate. In secondo luogo si troverà : 
con il metodo accennato in principio del presente ] 

Sia 

P=A^+(1), -B + (2), C+(3),...) 

la funzione di cui si deve determinare il peso. 

Nel caso attuale, i coeiBcienti ausiliarii r,, r,, r,,.. 
sono dati dalle equazioni normali (f) del § LV, u 
termini cogniti siano sostituite le quantità (^), ( 
cosicché avremo: 



OD = (»J)r, + (.i)r, + (.«).,-» 
(il) = (.S)r, + (l,J)r, + (Wf)f.4 
(tl) = (»«)i-, + (H;)r, + (t«)r,4 



= .il>-a.Cl)-a.(2)-B,(3)- 
=^-lr.(l)-li.{2)-b.(3)- 



coodizìone (Vedi equazioni i 
jotto la forma 



"=f7+r,Z.+r,X. + rX. 



t= L, = ?, — a, r, — b, r, - 
^ i,:= /, — B,r, — b, r, - 



dm 
dir 
day 
djr 

d(3) 



di £,, Z,, Z,, ec..., si porrà 

= (».)i. + («|3)L,H-(«r)i 
,=W)i.+(mi.+(/5r)i 
,=(.r)i,+(ft-)A+(rr)i 



mo in queste equazioni i prec 
semplifìcare : 

r,=(.«(.+(m(,+(W^.- 
(.=(«7)i.+(ft-)i.+Crr)i.- 



ricordando inoltre le espressioni del § LV che dai 
dei coefficienti ^„ J., «,,... ^, |[„ C, ec...; ed g 

Q,=i,-^.r.~3.r,-^.r.-... 
ft=9,-g.r.-».r,-«.r.-... 



l'^ormiamo ora il valore di [LQ], cioè moltiplichia 
di queste equazioui per L,, la seconda pei L,, la ter: 
poi sommiaino membro a membro, e risulterà : 



(«) ILQ] 



Vq)- (^l),-Cgl)r.-m,,- 

_) +[(«S)r,4-(,|i)r, + (.lS)r,+ 
<-[(«» '•, + (l|l)'-.-l-(W)'-.+ 



Questa equazione può essere ancora semplifia 
moltiplicando le espressioni («) rispettiYamente per 
e poi sommandole, avremo: 

(.3)=(J0; 

moltiplicando le stesse espressioni (n) per tr,, Ir., b, 
mandole, avremo: 



parimenti avremo : 



(b?)=(»0; 



(,q)^m; 



e cosi di se^ito. 

Inoltre, avuto riguardo alle equazioni (m), le esp 
tenute tra le parentesi quadre nel secondo membri 
zione (o) si potranno sostituire rispettivamente con (^ì 
cosicché r equazione (ó) diventerà : 

[iffl=Ci3)-(S0r,-(»0 >•.-(«')'■,— 

Ma si pud dare a questa espressione una forr 
veniente. 



' 1 * ■ 

ti 



— 176 — 

Poniamo in essa, per (^0? (S0> (*0?--- i loro valori resul- 
tanti dalle equazioni (m) ; avremo : 

[Z^]=(?^)-(aa)r/-2(aS)r.r.-2(a«)r.r3-... 

- (Ir»)r,*-2(fc«)r,r,-... 
— (c(t) r,« — ... 



Ed infine, con una riduzione che abbiamo più volte praticata 
nel corso di questo libro, otterremo : 

I calcoli numerici per avere il valore di P si possono dunque 
riassumere come segue: 

1) Si riduce ki funzione 

U^fiA-hil), 5h-(2), (7h-(3)...) 
alla forma 

e ciò con la semplice differenziazione di L^ rispetto ad (1), (2), (3) ec, 
che darà le derivalje /«, J,, Z,,... 

2) Col mezzo dei coefficienti ausiliarii (aa), (a/S), (ay) ec, che 
si trovano già nelle equazioni che legano le correzioni (1), (2), (3) ec, 
alle quantità designate con [1], [2], [3], ec, si formano i valori 

g, = (aa) Z, -4- (a^) Z, + (ar) /, ~f- . . . 

3) Formare i prodotti l^q^^ i!,g,, Z.g,, ec, e farne la somma 
onde avere (Iq). 

4) Dalle equazioni correlate (e), § LV, prendere i coeffi- 
cienti gì,, §1, tfi, ^,, S>> *«? ®c., onde fare i prodotti, 

3*^i ? s«^ > 83*3 j • • • 



e quindi le somme 



1 



(giO, (»0, («0,... 



r 



v--< 
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5) Calcolare in modo analogo a quello spiegato al Capitolo 
secondo, i valori di 

(31 A), (€1.2), (»/.3),... 

6) Calcolare i termini 



(»^)' (bS.l)' (t«.2) 



, ec. 



e fame la somma. 

Bisogna notare che, nelle operazioni indicate nel ^Z"* 5 e nel 
N/^ 6, si possono utilizzare molti calcoli logaritmici già eseguiti 
nella risoluzione delle equazioni normali. 

7) Sottrarre detta somma da (Iq), onde ottenere 

L' errore medio della funzione U sarà 

essendo fi Terrore medio di una osservazione. 

— ^ — ■ ' I II 

(*) Trattandosi della ricerca dell' errore medio di un lato di una triango- 
lazione, il valore di questo lato può essere posto sotto una forma analoga alla 

seguente : 

sin 0| sin Oj sin 0^ ^ 

sin O4 sin Oj sin 0, ' 

essendo s il lato di partenza, ed 0|, 0,, 0,,... gli angoli dei triangoli che 
uniscono il lato s con il lato cercato S. 

Per semplificare la soluzione del problema, converrà prendere il log S, 
e cercarne l'errore medio. • 

Sieno dunque (1), (2), (3) ec. le correzioni, in secondi, da farsi agli 
angoli 0|, 0,, 0,, ce, avremo: 

log Srsilog s-^log sin Oj -♦- log sin 0, -♦- log sin O3 
— log sin O4 — log sin 0, — log sin 0, 
^ /, (1)-»- /,(2)4- /8(3)-t- ^(4)^ /,(5)H. /, (6) ; 

in cui le quantità i, , /,, l^, ec. si possono ricavare dividendo per 10 la di/ftf- 
renia tavolare dei log seni degli angoli O4, 0,, O3, ... 

Ora si cercherà 1* errore medio di log S con le regole del presente para- 
grafo, e si otterrà tale errore in unità decimali del settimo ordine. 



23 
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k 



(, 



«^ 
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§ LVTII. 

A rendere più chiaro quanto è esposto nei precedenti para- 
afi, presentiamo qui, come esempio, la compensazione di una 
ccola rete trigonometrica fatta sulle colline al Sud di Firenze. 

Abbiamo scelto questo caso semplice e breve perchè non ripu' 
tasse al lettore il rifare esso stesso i calcoli ; ma nel medesimo 
mpo abbiamo ordinato ed inquadrato la compensazione con le 
esse avvertenze e con la stessa simmetria, come se si fosse 
attato della compensazione di una rete estesa. 

Alcune direzioni sono osservate soltanto ad una estremità; 
ciò ha il vantaggio di fare intendere il modo di far la com- 
nsazione quando ci sono nei triangoli degli angoli conchiusi. 

Fra tutte le forme sotto le quali si suole presentare la compen- 
zione di una rete, abbiamo preferito quella adottata dall'Aodrae 
Ha Banske Grfidmaaling. 
1) Osservazioni originali. 

STAZIOSB A POOGIO AI, PINO. 



S" 


DATA 


CAHNOC- 


POSIZIONE 

CEECHIO 
ORIZZONT. 


TOBRE 
GALLO. 


S. OBBSOLÈ. 


IMPRUE^TA. 


1 

2 


Apr 


« 7 


D 


258*11' 


- 


0'0O'OO"OO 
00.00 


a6'80'3.y45 
sn.só 










133.11 


- 


00 
00 


00 
00 


81.86 

26.71 










31S.I9 


_ 


00 


00 


, 88.85 










S89.31 


0.00.00.00 
00.00 


81.04.88 

27 


88 
61 


47.34.54.89 
56.35 












00.00 


88 


83 


56.74 










48. 8i 


00.00 


£8 


51 


55.34 












00.00 


se 


85 


55.08 










108.88 


00.00 
00.00 


29 


89 
91 


5S.81 
55.16 








D 


818.02 


00.00 
00.00 


87 
80 


93 
29 


- 










858.64 


00.00 


s« 


24 


— 












00.00 


S9 


17 


— 










198.09 


00.00 


89 


84 


- 



Riduiione al centro di staziot 
Torre d«1 Qallo -|-I1".83 
3. Gamol* ... -4- 6". 68 
Impmnet* ... — 1". S7 
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STAZIONE i 3. GERSOLE. 



11° 


DATA 


CAKKOC- 


POSPONE 


POGGIO 


1870. 


CHIALE. 


OEIZZONT. 


AL PINO. 


1 


Aprile IB 


s 


eoa' 


0'00'00"00 


2 










00.00 


3 

i 








120*00 


00 
00 


00 
00 


5 








a«.oo 


00 


00 




S 








30.00 


00 
00 
00 


00 
00 
00 


9 








150.00 


00 


00 


10 










00 


00 


11 








270.00 


00 


00 


13 










00 


00 



Biduiione al cenlrù di statioi 
Poseio si Pino +S3".eo 
Torre del Gallo —40". 30 



STAZIONE ALt/raPRUNKTA. 



w 


DATA 
1870. 


CHIALE. 


F03IZ10HB 
OBIZZONT. 


POGGIO 
AL PINO. 


3. obrsol; 


, 


Hirio 31 


3 


e08M8' 


0*0O'O0"O0 


88*28' 34"8 


2 








00.00 


M.O 










398.10 


00.00 


89 












891.00 


00.00 
00.00 

00.00 


38 

" 86 

SI 












61.87 


00.00 


88 














00.00 


81 












172. SI 


00.00 


88 




10 










00.00 


SI 




11 








87.50 


00.00 


89 




12 










00.00 


82 





Riduzione at centro di stazione. 
Po^o ftì PiDO -i-83".8'( 
8. Geraalò ... — 16". 46 
Monte Pilli. . . — 2S".06 



^ 



.'* 
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STAZIONE A MONTE PILLI. 



f 

N» 


DATA 

1870. 


CANNOC- 
CHIALE. 


POSIZIONE 

DSL 

CEECHIO 
OEIZZONT. 


IXPEUNETA. 


3. GEBSOLÈ. 


TOBRE 
DEL GALLO. 


1 


Aprile 6 


D 


188* 07' 


O^OO'OO^'OO 


24«09'iy'05 


46M3'5l''70 


2 








m 


00.00 


15.25 


52.71 


3 








308.01 


00.00 


13.93 


47.85 


4 










00.00 


14.03 


50.70 


6 








128.04 


00.00 


11.42 


49.96 


6 










00.00 


12.86 


48.74 


7 






S 


218.04 


00.00 


12.74 


48.64 


8 








1 
i 


00.00 


13.73 


47.00 


9 








388.09 


00.00 


13.72 


47.86 


10 










00.00 


13.67 


48.87 


11 








158.04 


00.00 


12.82 


49.03 


12 










00.00 


14.28 


49.09 



Biduzione al centro di stazione. 

Impraneta ... — 33'' 15 
S. Gersolè ...—61.15 
Torre del Gallo — 67 . 85 



,*< 



STAZIONE A TORRE DEL GALLO. 



N» 


DATA 
1870. 


CANNOC- 
CHIALE. 


POSIZIONE 

DEL 

CERCHIO 
ORIZZONT. 


S. GERSOLÈ. 


IMPRUNETA. 


POGGIO 
AL PINO. 


1 


Marzo 25 


S 


306* 24 


0»00'00''00 


4»5-2'18''76 


7;«25M4''63 


2 










00.00 


20.42 


45.29 


3 








66.25 


00.00 


20.44 


44.24 


4 










00.00 


18.69 


48.06 


5 






• 


246.21 


00.00 


22.12 


44.14 


6 










00.00 


19. -19 


45.87 


7 






D 


336.25 


00.00 


16.84 


46.68 


8 








1 


00.00 


17.40 


42.90 


9 








96.25 


00.00 


21.05 


41.87 


10 










00.00 


19.09 


44.18 


11 








216.30 


00.00 


21.57 


40.20 


12 










00.00 


22.85 


42.78 



Riduzimie al centro di stazione. 

S. Gersolè ...-»- 9''19 
Impruneta . . . + 2 . 49 
Poggilo al Pino ~ 12.61 
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2) Determinazione delle direzioni più probabili ad ogni 
stazione. 

POGGIO AL PINO. 

a Torre del Gallo 0» 00' OO'' 
DirezioDo proTvisoria { a S. Gersolè ... 21 04 23 -f- A 

air Imprnneta . . 47 34 òQ -{- B 



1 
2 
3 


• 


P 





pA 


pB 


[pm] 


\pm] 

m 

% 


2.5 

2.3333 

2.5 


5 

1 
5 








— 1.13 

5.87 


— 1.28 
-0.89 


-1.28 

-2.02 

5.87 


-0.6400 

-0.6730 

2.9350 


17 





4.74 


-2.17 



( 8.118= 9.667ii-4.l 
^"^ ( —0.857 = - 4. 833 A4- 7. 



8.118= 9.667 ii- 4.833 5 

167 5 



ih) 



\ 



3.118= 9.667^-4.8335 
0.702= 4.7505 



,, C Ai=0^ 



0^ 397 
148 



1.0057 
0.1018 

1.1070 



Direzioni più probabili con la riduzione al centro. 

Torre del Gallo 0» 00' OO^'OO 

S. Gersolò . . . 21 04 28.10 + (1) 

Impraneta . . . 47 34 42 .95 + (2) 



(a»)« 
(aa)' 



(òn,)\ 



£6.9678 
1.1070 



ihbt) 

Af =5 25 . 8603 .... DiTÌsore 32. (") 



(*) Questo [Wq] è ottennio nel modo spiegato al § LUI. 
C*) Tedi lo etesBo $ LUI. 



1 





{ . Poggio »l PiDO. 0.00.00 

( «Torre del iì»ìlo 81 .ZI .29 -h A 


IT 


z 


p 


pA 


M M 


1 





12 


-i.es 


-i.sa -0.81 



(il \ -''■*'=''* 110.0630 
(e) J = — 0.10 

Direzioni più probabili con la ridutitine al c\ 
Poggio «1 Fino. 0*.00'.00" 
Tom del Gallo Sl.S0.15,I0-«- (3) 
[nF,] = 26,6S21 

o.ooeo 

«=26.4601 ....DiTlMire 11. 



Dilezione prOTTJiorla ■ 



i Poggio al Pino O'.OO'.OO" 
a S. Gersolì. . . 63.2S.S8 -I-.J 
a UoDta Pilli . . 114. 16.48-»- 2 



i 


P 





pA 


pB 


[p-] 


[pH 

i 


4 


IS 





-S.IO 


5,8i ■ 


8.72 


1.24 
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— B.IO 


6,8S 



— 8.34= 9A--ÌB 
*.6S = — 4A + 8B 

-8.84= 8A~iB 
S.S1=: 6 5 


1.3944 
1.4114 


( -» = -0".175 
" t fl= 0.485 


8.8068 


Pojgio al Pino 0.00.00 

8. Gemi*... 88.27. 58, lB-«-(4) 

Monte Pilli . . 114.14.69.18 -^(5) 


[™.] =88.9885 

2.80ES 




«=37.1777... 


DiTitoro 22. 



MONTE FILLL 
/ airiDipraneta. . 



K- 


i 


P 





pA 


pB 


ÌF«] 


• 


I 


4 


IS 





7.84 


3. SS 


lt.£9 


8.763 


12 


7. Si 


3.65 





8.877= SA — IB 
-0.ìlS = —iA-hSB 
8.877= SA — 4B 111.8818 
I.8S5= 6 5 0.6551 

£.4363 



le) 



= 0"304 



Diretioni più probabili con la riduzione al a 
ImpiuneU . . . 0*00'DO" 
S. GOTSolè. . . . !4.0S.15.61-1-<6) 
Torre dol Gallo 46. 13.11.01 + (7) 



TORRE DEL GILLO. 
- a S. Ger«i)lè 
Dlroilon» proTTiEorla '. all'Imprunet 



'. a Poggio al Pioo TT. 35. 44 + 5 



s* 


p 

i 


P 





pA 


pB 


[P«ì 


M 


' 


4 


12 





-1.58 


-3,66 


-4.24 


-1.4l: 


12 


-1.68 


-a. 66 





-0.187= 8.^-48 
-1.247 = - 4.i-KBfl 
-0.167= 8A-t-4B 110.0085 
-1.880= 6B 0.2948 
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ii più probabili con la riduìioiie al 
S. Gereolè. . . 0*(IO'00" 
Imprnneta. . . 1.6S,I8.17 -»■ (C) 
Poggio»! Pino T7.S5.2l.9S-t-t9) 



Espressioni delle ( ) in funzione delle [ ]. (*) 

:) = 0.1601 (IJ -1- O.IOBB [2] (5) = 0.0883 [4] + 0.1667 [6] 
!) = 0.1058 [1] -t- 0,2105 [2] (6) — 0.1G67 [6]-«-O.OS88 17J 
!) = 0.1667 [8] (7) = 0.0888 [6] -*- 0.1887 [7| 

i) = o.iee; [4] + o.ossb [s] (B) = o.iec? jBi •«- o.osss [»] 

W = 0.0888 (8] + 0.1667 [8] 




Equazioni di condizione. 

mooLo: POGGIO AL PINO. -TOBRE DEL pALLO, - S. OERSOLt. 
( A Poggio al PiDD. Sl'01'!l"10-h(l) 
Angoli ) > Torr« ie\ G*llo 77.E5.2I .9e + (9} 
' aSan Qenolè . . BI.80.15.10-t-(S} 



Somma r= 180.00.00. 18 



.lB + (l)-l-(8)+(»l 



tM PoOgOe. lin gaPiOi. «ih IHImOt tin /wPoQe 
' ni. OtPoOa. tin OiQaPi. .in OtFilm. ,in GtJmPa 
Paaaat= 77' £6' Bl" 98 ■+■ (9) 
OaPiOe = SE . 01 .aS . 97 — (B) -f- (7) 
PirmOe = SO. 47 .06 . 06 - (4) ■+■ (5) 
/nPo(Je = a6.30.19.85-(I) + (2) 
9. 9894513. a -t- 4. 7 {9] 
9.6749744.9 — 61 .0 {6).f- 51 . 9 (7) 
9.8891779.4 — 17 . 2(4)-+- 17 . 'i (5) 
0.6488113.6 -42.a(l)-§-42.B(B) 



89.103'>160.0 



ILIV. 

iglianto niindiHt« s 
= ^,^-I,(l)^-7,(^|+l,(3)^-... aeii« 
. ;„ ;, te., del | LVIl ai ett«ii(i>ni> di 
ad HI, m.VÌ M.; «Mi OHtLarB «, , Ti 
ciM pr>f«nt« r wcmio >r«riui i t truc 



r 



i : • 



'^A 



- 185 ~ 

GePoGa = 21» 04' 28'^ 10 H- (1) 

GeGaPi = 74 .31 .41 . 28 — (2) — (5) - (7) ^ (9) 

GePilm = 24.08.45. 64 H- (6) 

GelmPo = 63. 27 . 58 . 12 -♦- (4) 

9.5557695.4 -t- 54. 6(1) 

9.9839696.0 - 5.8(2) - 5.8 (6)--5 .8(7)- 5.8 (9) 
9.6117906.0 -4-47.0(6) 
9.9516578.9 -f- 10.5 (4) 

89.1681876.8 

(*) = 0.2737 - 0.0969 (1) -*- 0.0480 (2) - .0277 (4) -♦- 0.0280 (5) - 
- 0.0989 (6) 4-0.0577 (7) -^ 0.0105 (9). 






*'•■ 



I - 



III. POGGIO AL PINO. - TORRE DEL GALLO. - S. GERSOLÈ. - IMPRUNETA. 

j nn GaItnPo, sin PoGelm* nn PoGaGe 
fin PoOalm. sin GelmPo, sin GaGePo 

GalmPo = 59» 52' 08''24 — (2) -*- (8) — (9) 

PoGelm = 90.01 .47 .08 H- (1) — (2) - (4) 

PoGaGe = 77.25.21 .98 -h (9) 

9.9369556.8 — 12.2 (2) -4- 12.2 (8) — 12.2 (9) 
9.9999999.4 -4- 0.0(1)— 0.0(2)— 0.0(4) 
9.9894513.2 H- 4.7(9) 

29.9264068.9 

PoGalm = 72» 83' 08''81 — (8) -*- (9) 
GélmPo = 63.27.53.12 -4- (4) 
GaGePo = 81 .30.15.10 -♦- (8) 

9.9795446.5 — 6.6(8)^-6.6(9) 

9.9516578.9 -1-10.5(4) 

9.9952080.1 -♦- 3.1(3) 

29.9264105.5 
(-) =- 0.366 - 0.122 (2) - 0.081 (8) - 0.105 (4) -h 0.1^8 (8) - 0.141 (9). 



•( 



5) Valori delle [1], [2],... [9] in funzione dei correlativi. 

[1J=:/-0.097 7/H-0.000/// [5]=0.023/7" 

[2] = 0.048//— 0.122 7/7 [6] = - 0.099 77 

[3] = 7 -0.031 777 [7] = 0.058 77 

|4] = — 0.028 77- 0.105 777 [8J = 0. 188 777 

[9] = 7-»- 0.011 77- 0.141 777. 



(') I coefficienti delle correzioni (1), (2), ec. sono le differenze tavoUri per V. Siccome 
i coefficienti e soprattutto il termine cognito delle equazioni laterali risulterebbero troppo 
grandi, cosi si dividono i due membri di dette equazioni per un diTÌsore arbitrario che 
sari 10, 100, 1000 ee. secondo che il termine cognito è meno o più grande. * 
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) Equazioni correlate. (•) 



1) =0.1561 7 — 0.0101 // — 0.0129 7// (5) = Oi»l 6 77 — . 0038 77/ 

2) = 0.1O58/-O.O0OJ 77 — 0.0257 7// (6)=— 0.0117 7/ 
3> = 0.1667 7— 0.005-J/// 
4)^ — 0.0027//- 0.0175 7/7 

01 =0. 1687 /-t-O.OOlB 7/ -0.0079 ///. 



7) Equazioni normali. 



— . 1 e = . 4895 7 — . 0083 77 — . 0260 777 

— . 2787 = — . 0083 /+ . 0088 //+ . 0002 /// 
0.3615 = — 0.0260 /-l-0. 0002 //-t-0. 0100 //7. 



8) Equazioni risolventi. 



-0.18 = 0.4895 /-0.00B3 //— 0.0260/// 

- 0.2769= 0.0022 77 -l-O.OOOa/// 

O.S26*— 0.00867/7 



9) Log. dei correlativi. 

I03 7 r= 9.62963» log //=:i 3.0874iu log 111= 



(41=-0"33e8 
(5) = - 0"ò200 
(6)= l"4a77 



(*) I coefRcianti di qn«at« agoaiionl serrìmniio &t dleolii dol pMs d< ana faniiona Tdellt 
iBsimiloni corapennita. PmigonUI qoetti coefflcienli con qDellì della equaiioni comliits 
.1 I LV ai h. ^..-O.lSfll, ^, = 0.105S. ^^0.1»7. ^.^ ^, = ^^ = ^, = 0. 
|l, = 0.CS33, J, = 0.1667; g, = - 0.0101, ^, = 0.0001, g, = 0, ^, = -0.0027, 
P, = 0.(»15. §, = -0.0117, |g, = O.O0U, 9g, = 0,000B, |P,-0.W1B; |J, = -O.012B, 
t, = -^ 0,0367, (tj = -0.OOB2, <I. = - 0.10;ó, |J, = -0.0093. ft,:-^? — 0, Ci— 0-01«. 
C, = - .Mie. QoaaU iTieiienia ci fMilileti In forramiiom dalle InflntiU (^'ì. ($')• (*) 



r' 



11) Calcolo dell'errore medio di un'osserrazione sen 



stazione a Poggia kI Pino, . 

> B S. Geisolè. . . . 

> all' ImpruDeta. . . , 
a Mante Pilli. . . . 

• H Toira del (ìallo 
Viloia dì liM] 



Jlf 


DIVISORE. 


35.8603 


32 


26.4601 


11 


37.1777 


83 


23.9908 


2S 


56.3877 


sa 


47.3992 


3 


£17.2758 


US 



12) Risultati finali. 



PUNTI 


DIREZIONI 


DIREZIONI 






«8SBRTATL 


OSBEBVATE. 


COU PENSATE. 


LOG. DE! LATI. 


n 




STAZION 


A POGGIO AL 


PWO. 


Torre del Qnllo. 


0'00'00"00 


0"00'00"00 


3.9579423 i 


S. Gereoli. . . . 


SI .04. £3. 10 


31.04.28.78 


8.9521854 t 




47.34.42.95 


47.84.41.94 
S. GEBSOLÈ. 


4.O0O5£78 11 


Poggio al Pino. 


0'00'00"00 


0'00'00"00 


3.9531854 1 1 


Torre del Gallo. 


81.30.15,10 


81.30.14.83 
MPBUNETA. 


3.5185076 1 ; 


Poggio al Pino . 


0'00'00"00 


0'0O'0O"00 


4.0005278 11 


S. Corsole. . . , 


68.37.03.12 


63.37.53.79 


3.6501320 


Haute Pilli . . . 


114.14.S9.IB 


114.14.68.66 
ONTE PILLI. 


4.0231383 1( 


impruueta .... 


0*00'00"00 


oooo-oo-'oo 


4.0231388 li 


S. OeiEolè. . . . 


24.08.45.64 


£1.08.47.07 


3.9275133 1 


Torre del Gallo. 


46.13.14.61 

TOH 


46.13.14.44 
UE DEL QALU 


3.9406510 f 


S. Oeraolà 


O'OO'OO'OO 


0»00'00"00 


3.5186076 : 


Inpruneta. . . . 


4.53.18.17 


*.6B. 13.77 


3.8891581 


Poggio al Pino . 


77.35.31.98 


77.35.31.39 


3.9579433 





CS rimane ancora da far vedere come si calcoli l'ern 
di un angolo e di un lato qualsiasi della triangolazion 



1 



^eempio dì calcolo del peso e dell'errore medio di 



; GERSOLB-GALLO-PILLI. 



U= U„^l,(l) + l,(2)-t-l,m+ 

r7=T4» 31'.4l".3S - (ii) -{5) - (7) - (9j. 



= -0.1053 
= -0.2105 
= 0.0000 
= -0.0833 
= — 0.1067 
= —0.0833 
= -0.1S67 



],;, =0.0000 
!,3, = 0,B106 



Uis = o 


1697 


'.!. = 


)000 


^j, = 


,667 


f,S, = 0000 


(,S, = 


1667 


[l,] = 


7106 


-0 


271t> 


i — 








'■i^^v 


.9176 






14) Esempio dì calcolo i 
Log. dì UB lato. 



1 peso e dell' errore m( 



LiTo: POaaiO-IIlPRUNETA. 
= Po^io-Improiieta = Gallo-Gersolè . 



P=(o3.= Cro+Ì,(l)-»-I,C2)-«-ia(3) + 

= t/o — 54.63(1) — 0.01(2) — 10.62 {l)-t- 4. 70 (9} ("j 



i 


a 


Iq 


'-|^'= 
(a^) 




')=- 


51.03 


g,=3 


-8.58 


i,„ =465.87 




[, = _ 


0.01 


q,= 


-5.75 


J,j,= 0.08 


132 


1,=. 


0.00 


1i= 


0,00 


1,?,=. 0.00 




'«=- 


10.52 


q^ = 


-1.75 


l,q,-= 18.45 


(S'.)' 
(!>»,) "* 




'9 = 


0.00 


ìi=- 


-0.88 


J,?i= 0.00 


M 


u= 


0.00 


9,= 


0.00 


J,,,= 0.00 




k= 


0.00 


7t — 


0.00 


I,j,= 0.00 


(*,)' 
(:«.)" 




'»= 


0.00 


Ii = 


0.S9 


ì,q,= 0.00 


2( 




4.70 


ft = 


0.78 


f,„= 3.68 












[ij] = 488.06 


Somma = 


24« 










-216.81 














1 = 241.75 












e ^ 


,i^i«= ai .61 












VP 


VP 







L' errore medio dì Uè dunque di 22 unità del settimo 



decimale il che corrisponde ad un errore medio di - 



1 
"2014< 

sulla lunghezza del lato. Questo errore è dovuto alle 
angolari, e bisognerà, ancora toner conto dell' errore i 
alla misura della basa Sia a Y errore medio dì U don 
prima causa, sia j3 l' errore medio dovuto alla misura del 
si avrà l' errore medio totale t dalla relazione 

Cosi, se nella misura della base si è avuto un erron 



It bus di pirtcDu ^ Il lato oha nnlica Torre dal Q&llo i 
I eairtiioiii sono le dllTsreni* Uv«UtÌ p« 1" aapiMM i 
adi nota in fondo alla pag. 177. 



1 



ordine nel logaritmo ; si avrà dunque )3 =: 8 . 68 e sicconie 
^21.61 cosi 



i=V'C21-6l)' + (8.68)'=23.29. 
re medio del lato P<^o-Impruneta^i^ 



i LIX. 



■ compensazione della livellazione sia geometrica che tri- 
rica, le equazioni di condizione si ricavano sempre dal 
) che in un lìoligono chiuso la somma di tutte le diffe- 
i livello tra i vertici successivi deve essere nulla. 
nfatti A,, A,, A„...An-, una serie di « punti consecu- 
formino un poligono chiuso. 

I rispettivamente a,, a,, a,,..,a„, le altezze dei punti 
!Ì tratta, chiamiamo d,, rf, , d, , d. , . . . A. le successive 
;e di livello, si avrà: 

' d,= a, — ai 



do queste eguaglianze, si ha identicamente 

rf.-l-d,H-d,H-...-t-rf»=o. 

ifferenze dì livello, sieno esse deteiminate con l'osser- 
di distanze zenitali, oppure col mezzo dì una livellazione 
ica, non sodisferanno che approssimativamente alle equa- 
condizione della forma {«). 

far sparire le contradizionì converrà dunque eseguire 
ipensazìone con i principii esposti nel Capitolo terzo, 
ainciamo a considerare una livellazione trigonometrica. {*) 

suppone naturalmente die il lettore abbia piena conoscenza dei metodi 
[Ioni e di calcolo inerenti alla lìvellaiione trigonometrica e geometrica. 



r 
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La visuale che unisce due punti trigonometrici Ae B essei 
pressocliè orizzontale, se si chiama v una variazione piccolissi 
della distanza zenitale z di B osservata da ^ la variazione e 
rispondente della differenza di livello sarà — s. t; essendo s 
distanza dei due punti che si considerano. Ma se i) è espre 
in secondi, bisognerà ridurla in arco moltiplicandola per sin 
dividendola per (^ = 206265. 

Sia ora, a cagion d'esempio, da compensare la livellazii 
trigonometrica di un quadrilatero A BOI) (fig, 5). 

Siasi osservata da A la distanza zenitale z di S e da 
quella e' ^ A; con queste osservazioni si pud determinare 
differenza di livello tra Ae B. Sia questa d, ; designamo con 
la correzione comune che dovranno subire le distanze ze 
tali e e /{*) per effetto della compensazione, e sia s, la distai 
tra Ae B. ha. differenza di livello compensata sarà 

'',-J(i), 

Ragioniamo ora ugualmente per i due punti Be C, e si a' 
per esempio, 

tra C ed ^ si avrà analogamente 

tra Ce B 

A -5 (4); 
tra B ed ^ 

''.-5(5); 

iniìne, ti& B e B 

A-i(6). 

Ciò posto, il triangolo .4 BC ci darà l'equazione di condjzii 

<i. + r?,-H(?.-^(l)-l'(2)-^(3) = o; 



{■) Se la disturna zenitale z è corretta di <1), In distane zenitale r 
^a z' è evidentemente corretta di —(1). 
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il triangolo B CD darà 1' equazione dì coudizione 

d,-+-rf.H-d.-i'(2)-i'(4)-J{6) = o,- 

il triangolo AB D ci à& 

d, + (?, -h (?. - i' (1) - J (5) - ^; (6) ^ 0. 

La condizione fornita dal triangolo A CD è superflua perchè 
è già una conseguenza delle altre. 

Si hanno dunque tre equazioni di condizione confrontabili 
con equazione della forma generale seguente: 

I .l==,(l)+«,(2)+fc(3) + . .. + »,(») 

(6) jìB=k,(l)+k,(2) + l.(3) + . .. + !.(«) 

(e =.,(l) + .,(2) + ..(3) + . ..+,.(») 

nelle quali equazioni alcuni dei coefficienti a,, s,, a,, ■ ■ . tr„ b„ b„ ec, 
possono essere nulli, come accade infatti nel caso speciale che 
stiamo trattando. 

Siene ora p', p", p'", ec. i pesi delle singole differenze di livello ; 
questi pesi si riterranno proporzionali al numero totale di osser- 
vazioni zenitali che hanno servito rispettivamente alla determi- 
nazione delle singole differenze di livello. 

Gid posto, r equazione del minimo sarà 

p' (1)' +2»" (2)' H-j/" (3)' ■+-...^=mimmo ; 

dunque, chiamando I, II, III, IV, ec. i correlativi delle equa- 
zioni (6), avremo le equazioni normali seguenti : 

le quali ci daranno i valori dei correlativi 7, //, III, IV ec. 
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Sostituiti questi valori nelle equazioni correlate, si avi 
valori delle correzioui (1), (2), (3), ec. 

L' errore medio di una distauza zenitale si otterrà j 
modo indicato al Capitolo terzo. 

Ottenute le correzioni delle distanze zenitali, si avrann 
mente quelle da effettuarsi sulle differenze di livello. Infatti 
tdtime correzioni saranno 

- J (1). - J (2). - 5 (3). - J W. - S (5), - J (6). (•) 



il numero delle equazioni dì condizióne è facile a di 
uarsi. Infatti, siccome tali equazioni indicano la chiusura < 
goni o triangoli, il loro numero pu6 essere determinato e 
regola analoga a quella indicata da Gauss per le equaz 
condizione angolari. 

Sia dunque m 11 numero delle differenze di livello oss 
n quello dei punti legati dalla livellazione; il numero delU 
zioni di condizione sarà m — n-f-1. 
■ Cobi, nel quadrilatero (fig. 5) si ha «t=6,n=:4, m — n-f 



§LX. 

Sia n il numero dei chilometri di una linea lungo la 
sì è effettuata una livellazione geometrica. 

Se la livellazione ha presentato un errore medio chiloi 
uguale a p , V errore me^o totale M sarà dato dalla relt 

da coi 

(a) M=ii y/n. 

Nella conferenza di Berlino del 1864 la Commissione ii 
zionale per la misura del Grado Europeo ha stabilito che 1 
medio chilometrico non dovesse oltrepassare i 3°", con un 
ranza fino a 6""°, nei casi più sfavorevoli. 

della altezze, perch 



1 
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Tenuto conto della relazione (a), la condizione sueapressa 
significa che 1' errore medio totale M non deve oltrepas- 
sare 0".003V'«. 

Siccome, per regola generale, ogni linea deve essere livellata 
due volte, cosi ai ottiene un controllo che permette di determi- 
nare il valore dell'errore medio u. 

Suppongasi che la Hnea sottoposta alla livellazione sia sud- 
divisa in tanti tratti di un chilometro di lunghezza. Consideriamo 
separatamente uno di questi tratti, e supponiamo che fra le due 
estremità siasi trovata nella livellazione di andata una differenza 
di livello uguale ad h, 'e nella livellazione di ritorno siasi trovata 
una differenza di livello h'. Il valore più probabile di detta dif- 
ferenza sarà — - — , e chiamando v Io scostamento — ^ /', 

r altro scostamento ' ' — h' sarà uguale a — r. 

La somma dei quadrati di questi scostamenti è dunque 2r*. 

Ciò posto, sia t', il valore di r corrispondente al primo, chilo- 
metro, V,, quello corrispondente al secondo chilometro, ec-, 
r. quello corrispondente airn™ chilometro; si avrà, chiamando S 
la samma dei quadrati degli scostamenti, 

(b) S^ 2 {?'.' -h V,' -h V,' 4- . . . H- r.') = 2 [t^]- 

In questo caso il numero delle quantità osservate è 2n ed il 
numero delle incognite n ; così Ìl quadrato dell' errore medio 
chilometrico sarà 

2n~u n ' 
da cui 

* n 
ma la livellazione essendo fatta due volte, il valore di ^ si 






Consideriamo ora la relazione (a) ; essa si ca 



quando agli errori medii si Eostituiscano ì loro 
zione dei pesi ; e se il peso p è preso per unità, 

Il peso del riauHato di una UvellaHone è du 
valore reciproco della hmghesza della linea Uvei 

La compensazione di una livellazione geometi 
medesimi principii di quella di una livellazione 

Consideriamo nuovamente il quadrilatero A 
e supponiamo che si sia effettuata una livellazi< 
lungo i lati AB, BC, CI) e BA. Sieno rìspettivaa 
le lunghezze in chilometri dei lati suddetti, e sienc 
le differenze di livello trovate tra Ae B, Bq C, 

Chiamando (1), (2), (3), (4) la correzioni da 
differenze di livello si avrà l' equazione di condii 

fl; + fi". + s; + £. -H (1) + (2) 4- (3) + (^ 

la quale, unita all' equazione 

p, (1 )' H-iJ, (2)' + j), (3)' -i- JJ, (4)' = miMa 

condurrà alla determinazione delle correzioni. 
Si avvertirà che i pesi p,,p„p,,p, ec, sono 



cosicché le equazioni correlate saranno 

(1)=»,/ 

(2) = .,i 

(4) = 5.i. 

Senza andare oltre, si vede già che le corr 
sono in ragione della lunghezza delle linee livelli 



n 
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'unica equazione normale sarà. 

(s.+s,-+-s. + s.)2-HH,-i-H,-l-fi; + J«".=o. 
ia i l'errore di cbiuBura H^-i~H, + H,-\-^; si avrà: 



. '«=-&!■■ 

ifìne, ee le correzioni sono rispettivamente proporzionali alle 
jBzze a,,s,,Si,s. delle linee livellate, ciò vuol dire che la 
-enza di livello di ciascun chilometro dovrà, subire una cor- 



<i)^(i)=(i)_(t) 



procedimento non sarebbe diverso ee il numero delle con- 
ni fosse maggiore. 

limane a vedere come si debba calcolare l'errore medio rìsul- 
! dalla compensazione. 

erciò, bisognerà ragionare come al § LVI, onde vedere la 
izione subita dal valore di [vv] per effetto delle correzioni 

alle osservazioni, 
ia V lo scostamento incontrato nella livellazione di uno qual- 

dei tratti chilometrici lungo la linea AB^s,. Per effetto 

compensazione i valori delle differenze h ed h' divente- 

D A-4-— ed A' + ^— i e la media di queste differenze sarà. 



tA'j_(i) 
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Ciò posto, gli scostamenti saranno 

2 s, s, 

la somma dei quadrati di tali scostamenti sarà 2ii'+-^ 

quindi, per tutto il tratto AB, di s, chilometri, la sommi 
quadrati degli scostamenti sarà 

s, 

Parimente per il tratto AC si avrà, chiamando v' gli 
stamenti, 



2 (iV H- !;'.' + w-.' -f- ... -f- 1/,.') -H ^^' ;, 

e così di seguito, per i tratti Buccessivi. 

Facendo ora la somma di tutti questi resultati, si av 
valore ^ della somma, totale dei quadrati degli scostamenl 
che darà: 

2 = 2[tT] + 2Jp,(l)'+i>.(2)'+j).(3)* + ...j 
Ma sieno 

(m)^{iia)I-ì-(sb)II-hi&c)III-h... 
(hi,) = + (bbj II -h (hi,) 7J7-1- . . . 



le equazioni finali, che danno i valori dei correlativi /, II, Il 
Con un procedimento usato più volte in questo libro si può e 
strare l'identità 

P,a)-+..(2)-+P.(3).+...=[-^+,«V[^V.. 



x=.w..|(^V^-- 



:*/-r-» 



T* -T 






* 
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Ora si tratta di determinare il divisore di questa quantità, 
onde trovare il quadrato dell' errore medio dell' unità di peso. 

Tale divisore, come si è visto al Capitolo secondo, è «» — /o, 
essendo cr il numero delle equazioni e /> quello delle incognite ; ma 
nel caso attuale il numero ^ delle equazioni è uguale al doppio del 
numero dei chilometri più il numero delle equazioni di condi- 
zione ; il numero delle incognite è uguale al numero dei chilometri. 

Sia dunque n questo numero, e sia e, quello delle equazioni 
di condizione ; il quadrato dell' errore medio corrispondente alla 

livellazione semplice sarà uguale a ^ : ma siccome la livel- 
lazionè è ripetuta, così si avrà 

J2 JH-^y--^^ + ... . 



ed infine 



^ n-he 

Nel caso semplicissimo che abbiamo trattato al principio di 
questo paragrafo si era trovata l'equazione normale 

[s]I-h^—'0; 
quasi si ha (aH)=[5] ed (an) = — A, così si avrà: 






Dopo gli esempii numerici di compensazione dati nei paragrafi 
antecedenti, reputiamo superfluo di presentare alcun esempio rela- 
tivo alla livellazione di precisione. 



Il nostro breve lavoro è alla fine. Ulteriori spiegazioni ci sem- 
brano superflue, perchè tutti i problemi che si possono presentare 
suir applicazione del metodo dei minimi quadrati si possono risol- 
vere con i fondamenti posti nei primi tre capitoli di questo libro, 

(•) Vedi : Nivellements und Hohenbestimmungen ec. . . Ausgefùhrl von 
dem Bureau der Landes-triangulation. Zweiter Band. 
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Quando si sa determinare il valore più plausibile delle inco- 
gnite dedotte da osservazioni, il peso e V errore medio di queste 
e dei resultati, ed il peso di una funzione qualsiasi di esse, tutto 
quello che si può chiedere al metodo dei minimi quadrati è 
ottenuto. 

Così, per esempio, se si volesse avere il peso e l' errore medio 
della determinazione trigonometrica di un azimut, di una lati- 
tudine, di una longitudine, i principii esposti nei Capitoli terzo 
e quarto conducono facilmente al resultato richiesto. 

Non presenterà dunque difficoltà la risoluzione di alcuni pro- 
blemi posti nelle prime conferenze della Commissione interna- 
zionale per la misura del Grado Europeo, sulla soluzione dei quali 
l'Associazione non si è ancora pronunziata. 



ir 
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12,7098 


13,4322 


14,1752 


14,9382 


15.7212 


,0336 




11,3300 


12.0182 


12,7164 


13,4398 


14,1828 


14,9460 


15,7292 


,0299 


10,6733 


11,3867 


12,0201 


13,7835 


13,4469 


14,1903 


14,9237 


16,7371 


,0863 


10,6798 


11,3434 


12,0270 


13,7306 


13,4542 


14,1978 


14,9614 


15,7450 


,0496 


10,6864 


11,3602 


12,0840 


12,7878 


18,4616 


14,3051 


14,9698 


15,7580 


,048» 


10.6929 


11,3369 


12,0409 


13,7449 


18.4689 


14,2129 


14,9769 


15,7609 


,0351! 


10.6994 


11.3636 


12,0478 


12,7580 


18.4762 


14.8304 


14,9846 


15.7688 


,0616 


10,7060 


11,3704 


12,0548 


12,7592 


18,4836 


14,2280 


14,9924 


15,7763 


,0679 


10.7125 


11.8771 


12,0617 


12,7663 


13,4909 


14,8855 


16,0901 


]5,;847 


,0743 


10,7191 


11,8869 


12,0687 


12,7735 


18,4983 


14,2431 


15,0079 


15,7987 


,0806 


10,7256 


11,3906 


12,0756 


18,7806 


13.5036 


14.8506 


15,0158 


15,8006 


,0870 


10,7322 


1!,39;4 


12,0826 


13,7878 


18,5130 


14,2582 


15,0231 


15.8086 


,0938 


10,7387 


11,4041 


18,0895 


13,7949 


13,5203 


14,8657 


15.0311 


15,6165 


.0997 


10,7458 


11,4109 


12,0963 


12,8081 


13,5277 


14,2733 


15,0389 


16.8245 


,1060 


10,8518 


11,4176 


18,1034 


12,8092 


13,6330 


14,2808 


15,0466 


15,832* 


.1134 


10,7584 


11,4244 


124104 


12.8164 


13.549* 


14,2884 


15,0514 


15,8401 


,1188 


i 0,7630 


11,4312 


12,117* 


12.8330 


13,5498 


14,2960 


15,0623 


13.8484 


.1251 


10,7715 


11,4879 


12,1243 


12,8307 


18.5571 


14,3083 


16,0609 


15.8563 


,1316 


10,7781 


1I.4M7 


12,1318 


13,8379 


13,5646 


14,8111 


15,0777 


15,8643 


.1879 


10,7847 


11,4516 


12,1383 


12,8451 


18,5719 


14.8187 


13,0853 


15,8728 


,H4B 


10,7912 


11,4582 


12,1432 


12,8333 


18,5792 


14.8868 


15,0932 


15,8802 


,1606 


10,7978 


11,4660 


12,1532 


12,8694 


13.5866 


14.8338 


15,1010 


15.8882 


,i&:o 


10,8044 


11,4718 


12,1592 


l-,i,8e66 


13,69*0 


14,8414 


15.1086 


16,8962 


,1633 


10,8109 


11,4785 


13,1661 


12.8737 


13,6013 


14,3489 


16.1165 


15.9041 


,1097 


10,B175 


11,4853 


13,1731 


13,8809 


13,6037 


14,8665 


15,1818 


15,9121 


.1761 


10,8241 


11,4931 


18,1801 


12,8881 


13,6161 


14,3641 


15,1321 


15.9201 


,1825 


10,8307 


11,4969 


12,1871 


12,8958 


13,6235 


14,8717 


15.1899 


15,9381 


,IS89 


10,8373 


11,5057 


12,1941 


12,9025 


13,6309 


14.3793 


16,1477 


15.9361 


,1953 


10,8488 


11,5124 


12,3010 


12,9096 


13,6382 


14,3368 


15,1554 


16,9140 


,2016 


I0.8G04 


11,6193 


12,2080 


12,9168 


13,6456 


14,3944 


16,1633 


15.9520 


,2080 


10,8570 


11,6260 


12,2150 


18,0240 


13,6530 


14,4030 


13,1710 


15.9600 


,2144 


10,8636 


11,5338 


12.2220 


12,9312 


13.6604 


14.4096 


15.1788 


15,9680 


,8308 


10,8702 


11,6396 


] 2,3390 


12.9384 


13,6678 


14,4172 


15,1886 


13,9760 


,2272 


10,8768 


11,5464 


12.2360 


12,9456 


13.6752 


14,4948 


16,1944 


16,98*0 


J!83e 


10,883* 


11,5632 


12,2430 


12.93S8 


13.6836 


14,48*4 


15,8032 


15,9920 1 



1 
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N. 


4,0 


4,1 


4,2 


4,3 


4,4 


4,5 


4,6 


4,7 


4,8 


4,9 


00 


16,0000 


16,8100 


17,6400 


18,4900 


19,8600 


20,2500 


21,1600 


22,0900 


23,0400 


24,0100 


01 


16,0080 


16,8182 


17,6484 


18,4986 


19,3688 


20.2590 


21,1692 


22,0994 


23,0496 


24,0198 


02 


16,0160 


16,8264 


17,6568 


18,5072 


19,3776 


20,2689 


21,1784 


22,1088 


23,0592 


24,0296 


03 


16,0240 


16,8346 


17,6652 


18,5158 


19,t^,864 


20,2770 


21,1876 


22,1182 


23,0688 


24,0394 


04 


16,0320 


16,8428 


17,6736 


18,5244 


19,8952 


20,2860 


21,1968 


22,1276 


23,0784 


24,0492 


05 


16,0400 


16,8510 


17,6820 


18,5330 


19,4040 


20,2950 


21,2060 


22,1370 


23,0880 


24,0590 


06 


16,0480 


16,8592 


17,6904 


18,5416 


19,4128 


20,3040 


21,2152 


22,1464 


23,0976 


24,0688 


07 


16,0560 


16,8674 


17,6988 


18,5502 


19,4216 


20,3130 


21,2244 


22,1558 


23,1072 


24,0786 


08 


16,0641 


16,8757 


17,7073 


18,5589 


19,4305 


20,3221 


21,2337 


22,1653 


23,1169 


24,0885 


09 


16,0721 


16,8339 


17,7157 


18,5675 


19,4393 


20,3311 


21,2429 


22,1747 


23,1265 


24,0983 


IO 


16,0801 


16,8921 


17,7241 


18,5761 


19,4481 


20,3401 


21,2521 


22,1841 


28,1361 


24,1081 


11 


16,0881 


16,9003 


17,7325 


18,5847 


19,4569 


20,3491 


21,2613 


22,1935 


23,1457 


24,1179 


12 


16^961 


16,9085 


17,7409 


18,5933 


19,4657 


20,3581 


21,2705 


22,2029 


23,1553 


24,1277 


13 


16,1042 


16,9168 


17,7494 


18,6020 


19,4746 


20,3672 


21,2798 


22,2124 


23,1650 


24,1376 


14 


16,1122 


16,9250 


17,7578 


18,6160 


19,4834 


20,3762 


21,2890 


22,2218 


23,1746 


24,1474 


15 


16,1202 


16,9882 


17,7662 


18,6192 


19,4922 


20,3852 


21,2982 


22,2312 


28,1842 


24,1572 


16 


16,1283 


16,9415 


17,7747 


18,6279 


19,5011 


20,3943 


21,3075 


22,2107 


23,1939 


24,1671 


17 


16,1363 


16,9497 


17,7831 


18,6365 


19,5099 


20,4033 


21,8167 


22,2501 


23,2035 


24,1769 


18 


16,1443 


16,9579 


17,7915 


18,6451 


19,5187 


20,4123 


21,3259 


22,5995 


23,2131 


24,1867 


19 


16,1524 


16,9662 


17,8000 


18,6538 


19,5276 


20,4214 


21,3352 


22,2690 


23,2228 


24,1966 


20 


16,1604 


16,9744 


17,8084 


18,6624 


19,5364 


20,4304 


21,8444 


22,2784 


23^82'4 


24,2064 


21 


16,1684 


16,9826 


17,8168 


18,6710 


19,5452 


20,4394 


21,8536 


22,2878 


23,2420 


24,2162 


22 


16,1765 


16,9909 


17,8253 


18,6797 


19,5541 


20,4485 


21,3629 


22,2973 


23.2517 


24,2261 


28 


16,1845 


16,9991 


17,8y37 


18,6883 


19,5629 


20,4575 


21,3721 


2*J,3067 


23,2613 


24,2359 


24 


16,1926 


17,0074 


17,8422 


18,6970 


19,5718 


20,4660 


21,3814 


22,8162 


23,2710 


24,2458 


25 


16,2006 


17,0156 


17,8506 


18,7056 


19,5806 


20,4756 


21,8906 


22,3256 


23,2806 


24,2556 


26 


16,2087 


17,0239 


17,8591 


18,7143 


19,5895 


20,4847 


21,3999 


22,3351 


23,2903 


24,2655 


27 


16,2167 


17,0321 


17,8675 


18,7229 


19,5983 


20,4937 


21,4091 


22,3445 


23,2999 


24,2753 


28 


16,2248 


17,0404 


17,8760 


18,7316 


19,6072 


20,5028 


21,4134 


22,3540 


23,3096 


24,2852 


29 


16,2328 


17,0486 


17,8844 


18,7402 


19,6160 


20.5118 


21,4276 


22,3684 


23,3192 


24,2950 


30 


1 6,2409 


17,0569 


17,8929 


18,7489 


19,6249 


20,5209 


21,4369 


22,8729 


23,3289 


24,3049 


81 


16,2490 


1 7,0652 


17,9014 


18,7576 


19,6338 


20,5300 


21,4462 


22,3824 


23,3336 


24,3148 


32 


16,2570 


17,0784 


17,9098 


18,7662 


19,6426 


20,5390 


21,4554 


22,3918 


23,3482 


24,3246 


33 


16,2651 


17,0817 


17,9183 


18,7749 


19,6515 


20,5481 


21,4647 


22,4013 


23,8570 24,3345 II 


34 


16,2782 


17,0900 


17,9268 


18,7886 


19,6604 


20,5572 


21,4740 


22,4108 


23,3676 


24,8444 


85 


16,2812 


17,0982 


17,9852 


18,7922 


19,6692 


20,5662 


21,4832 


22,4202 


23,3772 


24,3542 


36 


16,2893 


17,1065 


17,9487 


18,8009 


19,6781 


20,5763 


21,4925 


22,4297 


23,3869 


24,3641 


37 


16,2974 


17,1148 


17,9522 


18,8096 


19,6870 


20,5844 


21,5018 


22,4392 


28,3966 


24,3740 


38 


16,8054 


17,1280 


17,9606 


18,8182 


19,6958 


20,5934 


21,5110 


22,4486 


23,4062 


24,3838 


39 


16,3185 


17,1313 


17,9691 


18,8269 


19,7047 


20,6025 


21,5203 


22,4581 


23,4159 


24,8987 


40 


16,3216 


17,1396 


1719776 


18,8356 


19,7136 


20,6116 


21,5296 


22,467& 


23,4256 


24,4036 


41 


16,3297 


17,1479 


17,9861 


18,8448 


19,7225 


20,6207 


21,5389 


22,4771 


23,4358 24,4135 


42 


16,8378 


17,1562 


17,9946 


18,8530 


19,7314 


20,6298 


21,5482 


22,4866 


23,4450 24,4284 


43 


16,3458 


17,1644 


18,0080 


18,8616 


19,7402 


20,6888 


21,5574 


22,4960 


23,4546 


24,4332 


44 


16,8589 


17,1727 


18,0115 


18,8708 


19,7491 


20,6479 


21,5667 


22,5055 


28,4648 


24,4431 


45 


16,3620 


17,1810 


18,0200 


18,8790 


19,7580 


20,6670 


21,5760 


22,5150 


28,4740 


24,4530 


46 


16,8701 


17,1893 


18,0285 


18,8877 


19,7669 


20,6661 


21,5853 


22,5245 


23,4837 


24,4629 


47 


16,3782 


17,1976 


18,0370 


18,8964 


19,7758 


20,6572 


21,5946 


22,5340 


23,4934 


24,4728 


48 


16,3863 


17,2069 


18,0455 


18,9051 


19,7847 


20,6848 


21,6039 


22,5436 


23,5031 


24.4827 


49 


16,8944 


17,2142 18,0540 


18,9138 


19,7936 20,6934 


21,6132 


22,5530 


23,5128 


24,4926 



p^ 
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N. 



4,0 



4,1 



4,2 



4,3 



4,4 



4,5 



4,6 



4,7 



4,8 



4,9 



50 
51 
52 
53 
54 

55 
56 
57 
58 
59 



60 
61 
62 
63 
04 

65 
66 
67 
08 
69 

70 
71 

72 i 

73 i 

74 1 

75 
76 
i i 
78 
79 

80 
81 

82 
83 

84 i 
1 

85 i 
86! 
87 I 
88 
89 

90 
91 
92 
93 
94 

95 
96 
97 
98 
99 



6,4025 
6,4106 
6,4187 
6,4268 
6,4349 

6,4430 
6,4511 
6,4592 
6,4674 
6,4755 

6,4836 
6,4917 
6,4998 
6,5080 
6,5161 

6,5242 
6,5324 
6,5504 
6,5486 
6,5586 

6,5649 
6,5730 
6,5812 
6,5893 
6,5975 

6,6056 
6,6138 
6,6219 
6,6301 
6,6382 

6,6464 
6,6546 
6,6627 
6,6709 
6,6791 

6,6872 

6,6954 

6,7086 

6,7117! 

6,7199 

6,7281 
6.7363 
6,7445 
6,7526 
6,7608 

6,7690 
6,7772 
6,7854 
6,7936 
6,8018 



7,2225 
7,2308 
7,2391 
7.2474 
7,2557 

7,2640 
7,2723 
7,2806 
7,2890 
7,2973 

7,3056 
7,3189 
7,3222 
7,3306 
7,3389 

7,3472 
7,3556 
7,3639 
7,3722 
7,3806 

7,3889 
7,3972 
7,4056 
7,4139 
7,4223 

7,4306 
7,4390 
7,4473 
7,4557 
7,4640 

7,4724 
7,4808 
7,4891 
7,4975 
7,5059 

7,5742 
7,5226 
7,5310 
7,5393 
7,5477 

7.5561 
7,5645 
7,5729 
7,5812 
7,5896 

7,5980 
7,6064 
7,6148 
7,6232 
7,6316 



8,0625 
8,0710 
8,0795 
8,0880 
8,0965 

8,1050 
8,1135 
8,1220 
8,1306 
8,1391 

8,1476 
8,1561 
8,1646 
8,1732 
8,1817 

8,1902 
8,1988 
8,2073 
8,2158 
8,2244 

8,2329 
8,2414 
8,2500 
8,2585 
8,2671 

8,2756 
8,2842 
8,2927 
8,3013 
8,8098 

8,3184 
8,3270 
8,3355 
8,3441 
8,3527 

8,3612 
8,3698 
8,3784 
8,3869 
8,8955 

8,4a41 
8,4127 
8,4213 
8,4298 
8,4384 

8,4470 
8,4556 
8,4642 
8,4728 
8,4814 



8,9225 
8,9312 
8,9399 
8,9486 
8,9573 

8,9660 
8,9747 
8,9834 
8,9922 
9,0009 

9,0096 
9,0183 
9.0270 
9,0358 
9,0445 

9,0532 
9.0620 
9,0707 
9,0794 
9,0882 



19,8025 
19,8114 
19,8203 
19,8292 
19,8381 

19,8470 
19,8559 
19,8648 
19,8738 
19,8827 

19,8916 
19,9005 
19,9094 
19,9184 
19,9273 

19,9362 
19,9452 
19.9541 
19,9630 
19,9720 



9,0969 19,9809 
9,1056 19,9898 



9,1144 
9,1231 
9,1319 

9,1406 
9,1494 
9,1581 
9,1669 
9,1766 

9,1844 
9,1932 
9,2019 
9,2107 
9,2195 

9,2282 
9,2370 
9,2458 
9,2545 
9.2683 



9,2721 20,1601 



19,9988 
20,0077 
20,0167 

20,0256 
20,0346 
20,0435 
20,0525 
20,0614 

20,0704 
20,0794 
20,0883 
20,0978 
20,1063 

20,1152 
20,1242 
20,1332 
20,1421 
20,1511 



9,2809 
9,2897 
9.2984 
9,8072 

9.3160 
9,3248 
9,3836 
9,3424 
9,3512 



20,1691 
20,1781 
20,1870 
20,1960 



20,7025 
20,7116 
20.7207 
20,7298 
20,7389 

20,7480 
20,7571 
20.7662 
20.7754 
20,7845 

20.7936 
20.8027 
20.8118 
20,8210 
20,8301 

20,8392 
20,8484 
20.8575 
20.8666 
20,8758 

20,8949 
20,8940 
20,9032 
20,9123 
20,9215 

20,9306 
20,9398 
20,9489 
20,9581 
20,9672 

20,9764 
20,9856 
20,9947 
21,0039 
21,0181 

21,0222 
21.0314 
21,0406 
21,0497 
21,0589 

21,0681 
21,0773 
21,0865 
21,0956 
21,1048 



21,6225 
21,6818 
21.6411 
21,6504 
21.6697 

21.6690 
21,6783 
21,6876 
21,6970 
21,7068 

21,7156 
21,7249 
21,7342 
21,7436 
21,7529 

21,7622 
21,7716 
21.7809 
21.7902 
21,7996 

21,8089 
21,8182 
21,8276 
21,8369 
21,8463 

21,8556 
21,8650 
21,8743 
21,8837 
21,8930 

21,9024 
21,9118 
21,9211 
21,9305 
21,9399 

21,9492 
21,9586 
21,9680 
21,9773 
21,9867 

21,9961 
22,0055 
22,0149 
22,0242 
22,0336 



20,2060 21,1140 22,0430 

20,2140 21,1232 22,0524 

20,2230 21,1324 22,0618 

20,2320 21,1416 22,0712 

20,2410 21,1508 22,0806 



22,5625 
22,5720 
22,5815 
22,5910 
22,6005 

22,6100 
22,6195 
22,6290 
22,6386 
22,6481 

22,6576 
22,6671 
22.67G6 
22,6862 
22,6957 

22,7052 
22,7148 
22.7243 
22.7338 
22.7434 

22,7529 
22,7624 
22.7720 
22.7815 
22,7911 

22.8006 
22,8102 
22,8197 
22,8293 
22,8888 

22,8484 
22.8580 
22,8675 
22.8771 
22,8867 

22.8962 
22,9058 
22.9154 
22,9249 
22,9345 

22.9441 
22,9537 
22.9633 
22.9728 
22.9324 

22.9920 
23,0016 
23,0112 
23,0208 
23,0304 



23,5225 
23,5322 
23,5419 
23,5516 
23,5617 

23.5710 
23,5807 
23.5904 
23,6002 
28,6099 

23.6196 
23,6297 
28.6390 
23,6488 
28,6585 

23,6682 
23,6780 
23,6877 
23.6974 
28,7072 

23.7169 
23.7266 
23.7864 
23.7461 
23,7559 

23.7656 
23,7754 
23.7851 
23.7949 
23,8046 

23,8144 
23,8242 
23,8839 
23,8437 
23,8585 

28.8682 
23,8730 
23,8828 
23,8925 
28,9024 

23,9121 
23.9219 
23,9317 
23.9414 
23,9512 

23,9610 
23,9708 
23,9806 
23,9904 
24,0002 



24,5025 
24.5124 
24.5223 
24,5322 
24,5421 

24,5520 
24,5619 
24.5718 
24,5818 
24,5917 

24,6016 
24,6115 
24.6214 
24.6814 
24,0413 

24,6512 
24,6612 
24,6711 
24,6810 
24,6910 

24,7009 
24J108 
24,72U8 
24,7307 
24,7407 

24,7506 
24,7000 
24,7705 
24,7805 
24,7901 

24,8004 
24,8104 
24,8203 
24,8308 
24,8408 

24,8502 
24,8602 
24,8702 
24,8801 
24,8901 

24,9001 
24,9101 
24,9201 
24,9300 
24,9100 

24,9500 
24,9600 
24,9700 
24,9800 
24,9900 
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t^r 



N. 


5,0 


5,1 


5,2 


5,3 


5,4 


5,5 


5,6 


5,7 


5,8 


5,9 


00 


25,0000 


26,0100 


27,0400 


28,0900 


29,1600 


30,2500 


81,3600 


32,4900 


33,6400 


34,8100 


01 


25,0100 


26,0202 


27,0504 


28,1006 


29,1708 


80,2610 


31,8712 


32,5014 


33,6516 


34,8218 


02 


25,0200 


26,0304 


27,0608 


28,1112 


29,1816 


30,2720 


31,8824 


82,5128 


33,6682 


34,8330 


08 


25,0300 


26,0406 


27,0712 


28,1218 


29,1924 


30,2880 


31,8986 


32,5242 


33,6748 


34,8454 


04 


25,0400 


26,0508 


27,0816 


28,1324 


29,2082 


30,2940 


81.4048 


32,6856 


33,6864 


84,8572 


05 


26,0500 


26,0610 


27,0920 


28,1430 


29,2140 


80,8050 


81,4160 


32,5470 


88,6980 


34,8690 


06 


25,0600 


26,0712 


27,1024 


28,1536 


29,2248 


30,3160 


81,4272 


32,6584 


83,7096 


34,8808 


07 


25,0700 


26,0814 


27,1128 


28,1642 


29,2356 


30,3270 


31,4884 


32,6698 


88,7212 


34,8926 


08 


25,0801 


26,0917 


27,1233 


28,1749 


29,2466 


30,3381 


81,4497 


82,5813 


38,7329 


34,9045 


09 


25,0901 


26,1019 


27,1337 


28,1865 


29,2573 


30,8491 


31,4609 


32,6927 


33,7445 


34,9167 


IO 


25,1001 


26,1121 


27,1441 


28,1961 


29,2681 


80,3601 


81,4721 


82,6041 


33,7561 


34,9281 


11 


25,1101 


26,1223 


27,1546 


28,2067 


29,2789 


80,3711 


31,4833 


32,6156 


33,7677 


34,9399 


12 


26,1201 


26,1825 


27,1649 


28,2173 


29,2879 


30,8821 


31,4946 


32,6269 


38,7793 


34,9517 


18 


25,1802 


26,1428 


27,1754 


28,2280 


29,3006 


80,3982 


31,5058 


32,6884 


33,7910 


34,9686 


14 


25,1402 


26,1530 


27,1858 


28,2386 


29,8114 


30,4042 


31,6170 


32,6498 


33,8020 


34,9754 


15 


25,1502 


26,1632 


27,1962 


28,2492 


29,3222 


30,4152 


81,5282 


32,6612 


33,8142 


34,9872 


16 


25,1608 


26,1735 


27,2067 


28,2599 


29,3381 


30,4263 


31,5395 


32,6727 


33,8269 


34,9991 


17 


25,1708 


26,1837 


27,2171 


28,2706 


29,3439 


30,4378 


81,5507 


32,6841 


33,8375 


35,0109 


18 


25,1803 


26,1939 


27,2275 


28,2811 


29,3547 


80,4483 


31,5619 


32.6955 


33,8491 


85,0227 


19 


25,1904 


26,2042 


27,2380 


28,2918 


29,3656 


30,4594 


81,6732 


32,7070 


38,8608 


35,0346 


20 


25,2004 


• 
26,2144 


27,2484 


28,3024 


29,8764 


80,4704 


31,5844 


32,7184 


33,8724 


85,0464 


21 


25,2104 


26,2246 


27,2588 


28,3180 


29,8872 


. 30,4814 


31,5956 


32,7298 


33,8840 


35,0582 


22 


25.2205 


26,2849 


27,2698 


28,3237 


29,8981 


80,4925 


31,6069 


82,7412 


33,8957 


35,0701 


28 


25,2805 


26,2451 


27,2797 


28,3843 


29,4089 


30,5036 


81,6181 


32,7527 


83,9073 


35.0819 


24 


25,2406 


26,2564 


27,2902 


28,8450 


29,4198 


30,5146 


31,6294 


32,7642 


33,9190 


85,0988 


26 


25,2506 


26,2656 


27,3006 


28,3556 


29,4306 


80,6266 


81,6406 


32,7756 


33,9306 


35,1056 


26 


26,2607 


26,2759 


27,8171 


28,3663 


29,4415 


80,5367 


31,6519 


32,7871 


33,9428 


35.1175 


27 


25,2707 


26,2861 


27,3215 


28,8769 


29,4528 


30,5477 


81,6631 


82,7985 


33,9539 


85,1293 


28 


35,2808 


26,2964 


27,3320 


28,8876 


29,4632 


30,5588 


31,6744 


32,8100 


33,9656 


35,1212 


29 


25,2908 


26,8066 


27,3424 


28,3982 


29,4740 


30,5698 


31,6866 


'32,8214 


33,9772 


85,1530 


30 


25,3009 


26,3169 


27,8529 


28,4089 


29,4849 


80,5809 


31,6969 


82,8829 


83,9889 


36,1649 


31 


25,3110 


26.3272 


27,8644 


28,4196 


29,4958 


80,5920 


31,7082 


32,8444 


84,0006 


85,1768 


32 


25,8210 


26,8874 


27,3738 


28,4302 


29,5066 


80,6030 


31,7194 


82,8558 


34,0122 


35,1886 


33 


25,3311 


26,3477 


27,8843 


28,4409 


29,5176 


80,6141 


81,7307 


32,8673 


34,0239 


35,2005 


34 


25,3412 


26,3580 


27,3948 


28,4516 


29,5284 


30,6252 


81,7420 


32,8788 


34,0356 


85,2124 


35 


26,3512 


26,3682 


27,4052 


28,4622 


29,5392 


80,6862 


81,7682 


82,8902 


84,0472 


35,2242 


86 


25,3613 


26,3785 


27,4157 


28,4729 


29,5501 


80,6473 


81,7645 


82,9017 


34,0589 


35,2361 


37 


25,8714 


26,3888 


27,4262 


28,4836 


29,5610 


80,6684 


31,7768 


32,9132 


34,0706 


35,2480 


38 


25,8814 


26,3990 


27,4366 


28,4942 


29,5718 


30,6694 


81,7870 


32,9246 


34,0822 


85,2598 


89 


25,3916 


26,4093 


27,4471 


28,5049 


29,5827 


30,6805 


31,7982 


32,9361 


34,0939 


35,2717 


40 


26,4016 


26,4196 


27,4576 


28,5156 


29,6936 


30,6916 


31,8096 


32,9476 


84,1056 


35,2836 


41 


25,4117 


26,4299 


27,4681 


28,5263 


29,6045 


80,7027 


81,8209 


32,9591 


34,1173 


35,2955 


42 


25,4218 


26,4402 


27,4786 


28,6370 


29,6154 


80,7188 


31,8822 


32,9706 


34,1290 


35,3074 


43 


25,4318 


26,4504 


27,4890 


28,5476 


29,6262 


80,7228 


81,8434 


«2,9820 


84,1406 


85,3192 


44 


25,4419 


26,4607 


27,4995 


28,5583 


29,6371 


80,73'59 


31,8547 


32,9936 


34,1523 


35,3311 


45 


25,4620 


26,4710 


27,5100 


28,5690 


29,6480 


30,7470 


31,8660 


83,0060 


84,1640 


35,3 i30 


46 


26,4621 


26,4813 


27,5205 


28,5797 


29,6589 


30,7581 


31,8773 


33,0165 


34,1757 


35,3549 


47 


25,4722 


26,4916 


27,5310 


28,5904 


29,6698 


80,7692 


81,8886 


33,0280 


34,1874 


35,8668 


48 


25,4823 


26,5019 


27,5415 


28,6011 


29,6807 


80,7803 


81,8999 


33,0895 


84,1991 


85,3787 


49 


25,4924 


26,5122 


27,5520 


28,6118 


29,6916 


30,7914 


31,9112 


33,0610 


84,2108 


35,3906 



1 





5,1 


5,2 


6,3 


5,4 


5,5 


5,6 


5,7 1 5,8 


., 


ó 


26,5226 


27,5625 


28 6-^5 


29,7025 


30,3025 


31,9225 


83,0625 34,2225 


35.4025 


6 


2C,5328 


27„Ì7S0 


2SÌ6332 


29.7134 


30.8136 


31.9338 


33,0740 34.2842 


35,4144 


7 


26,6*31 


a7,5S35 


28.8439 


29.7343 


80,8247 


31,9451 


33.0855 34,2169 


35,1263 


8 


!S,65S1 


27,5940 


28,6546 


89,7353 


30.8358 


31.9561 


33,0970 ! 34,2576 


35,4382 


9 


26^a7 


27,6015 


28,6653 


29,7461 


30,3469 


31,9677 


83,1085 


34,2693 


35.1501 





36,,Ì740 


27,6150 


2B,GJ60 


29.7570 


30J580 31.9790 
30^691131,9903 


33.1200 


34,2810 


36,4620 




26,6813 


27,6255 


28,6867 


29,7679 


33,1315 


34,2927 


33.4739 


8 


28,S9I6 


27.6360 


£8,6974 


29.7788 


30.8309 


33,0016 


83,1130 


34,3044 


35.1858 


4 


2e,BOàO 


27,6466 


28.7082 


29,7898 


30.3914 


32.0150 


33.1546 


34,3162 


35,4978 


5 


26,6163 


27,6571 


28,7189 


29.8001 


30.9025 


33,0213 


33.1661 


31,3279 


35,5097 


6 


26,6256 


27,6676 


28,7296 


29,8116 


30,9136 


32,0356 


33,1776 


34.8396 


35,5316 


.7 


26,6359 


27.6781 


28,7403 


29,8225 


30,9247 


32,0469 


33,1391 


34,3513 


85.5335 


.8 


2G,C4ea 


27,6b86 


23.7510 


29,8334 


30,9358 


32,0582 


33,3006 


34.3630 


35.5454 





26,6566 


27,6992 


28,7618 


2 9,84 ^ 4 


30.9470 


32,0696 


33,2123 


34.3718 


35,56 -.4 


1 


dG,S669 


27.7097 


28,7725 


29,3558 


30.9581 


33,0609 


36,2337 


34,3365 


35,5693 


,ì 


28,8772 


27.7202 


28.7832 


29.8662 


80,9692 


32,0922 


38,8359 


84.3932 


35,5812 


* 


S6,SB76 


27.7308 


28.7940 


29,3782 


30.9S0I 


32,1036 


33,2463 


31.1100 


35,5932 




2ti.09r9 
•JG,T0B2 


27,7413 


23,8047 


29,8881 


80.H915 


32,1149 


33,2083 


31.4217 


35.6051 


a 


27,7518 


28.8154 


29,3990 


31,0026 


32,1262 


33,2693 


81,4334 


35,6170 


s 


26,JI8B 


27,7624 


23,3382 


29,9100 


31,0138 


32,1376 


33,2814 


34,4452 


35,6290 


19 


26.7289 


27,7729 


28,8369 


29,9ì09 


31.<K49 


33,1489 


83,2999 


34.4569 


83.6409 


IO 


26.739J 


27,7834 


98.8476 


39.9^18 


31,0360 


32.1602 


33,3044 


34,4636 


35.6528 


i2 


26,7496 


27,7910 


23.8584 


29,9498 


81,0472 


32,1716 


33.3180 


34,4801 


35.6648 


18 


26.7699 


27,8045 


23,8691 


29,9537 


31,aiS3 




33,3J7Ì 


34,4921 


35,6767 


i5 


^6,7703 


27,8151 


28,8799 


29,9647 


31.0695 


82I19Ì3 


33,3391 


84,5039 


35,6887 


■A 


S8,Tfl06 


27,8256 


28.8906 


29.9766 


31,0306 


32,2056 




34,5156 


36,7006 


>g 


26,7910 


27,8362 


L'8.9ai4 


29.9866 


31,0918 


32,2170 


33,3622 


31,5274 


35,7126 


>9 


2I!.8018 


27.8467 


28,9121 


29,9975 


31,10:i9 


32,2283 


33,3737 


84,5391 


35,7245 


It 


26,8117 


27.8573 


33,9229 


30,0085 


31.1141 


32,2397 


33,3353 


31,5509 


35,7363 


12 


26,8320 


27,8878 


28,9336 


30,0194 


31.1853 


32,2510 


33,3968 


34,5626 


36,7484 


U 


26,8324 


27,8784 


28,9444 


30,0S04 


81,1364 


33,2624 


33,4084 


31.5744 


85.7601 


(6 


l"A*-^ 


27,8890 


28,9552 


30.04 H 


31,1476 


39,2738 


33,1200 


34,5363 


35,7724 


Ì7 


26,8331 


27,8995 


28.9659 


30.0523 


81,1587 


33,2851 


33,4315 


81,5979 


35,7343 


!fl 


a6,8fi35 


27,9101 


23,9767 


30.0633 




32.2966 


83,4431 


84,6097 


35.7963 


ri 


26,8789 


27,9207 


28,9375 


30,0743 


31ÌI811 


32,8079 


33,4547 


34,6315 


35,8083 


ra 


26,8842 


27,9312 


23 9962 


30.0852 


31,1923 


33.3198 


33,4662 


34,6332 


85,8202 


r4 


:>6.8946 


37,9418 


29Ì0090 


30,0968 


81,2034 


32.3306 


88,4778 


31,6450 


35.8323 


i6 


26.91)50 


27,9534 


29,0193 


30,1072 


31,2146 


32,3420 


33,1394 


31.6568 


85,8442 


IT 


26.9153 


27.9629 


29,0305 


30,1181 


31,21157 


32,3538 


33,5009 


81,66B5 


35,8561 


19 


26,9^67 


27,9735 


29,0418 


30,1291 


31,8369 


32,3647 


33,5125 


31.6B03 


35.8681 


ti 


26,9361 


27.9841 


29.0521 


30,1101 


81,2481 


32.3781 


33,5241 


34.6921 


35,8801 ' 


i3 


26,9465 


27,9947 


i!9.0629 


80,1511 


31,2593 


82,3873 


33,5357 


34,7039 


35,8921 


t5 


26,9569 


28.0053 


29.0737 


30,1621 


81,2705 


32.3939 


33,5473 


34.7157 


85,9011 


iC 


26,9B72 


28.0163 


39,0844 


30,1730 


31,2816 


32,4103 


33,5588 


34.7274 


85,9160 


i8 


26,9776 


23,0264 


29,0952 


30,1840 


81,2938 


32,4216 


83.5704 


34.7392 


35.9^80 


IO 


26.9880 


28,0870 


29,1060 


30,1930 


31,3040 


32,4330 


33,5820 


34.7510 


35,9400 


)-2 


26.99!I4 


28,0476 


29.1168 


30.2060 


31,3152 


82,4444 


33,5936 


31.76^*3 


35.9530 


H 


27.0088 


28,0582 


29,1276 


30,2170 


81,3264 


32,4558 


33,6052 


34.7746 


35.9640 


Ifi 


27,0192 


Ì8.0686 


20.1334 


30,2230 


81,3376 


32,4672 


33,6108 


34,7S64 


35,9760 


)3 


27,0296 


28,0794 


29,1492 


30,2390 


31,3188 


32,4786 


33,6334 


34.7988 


35,9880 
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N. 


6,0 


6,1 


6,2 


6,3 


6,4 


6,5 


6,6 


6,7 


6,8 


6,9 


00 


36,0000 


37,2100 


38,4400 


89,6900 


40,9600 


42,2500 


48,5600 


44,8900 


46,2400 


47,6100 


01 


86,0120 


37,2222 


38,4524 


89,7026 


40,9728 


42,2680 


43.5732 


44,9034 


46,2536 


47,6238 


02 


36,0240 


87,2344 


38,4648 


89,7152 


40,9856 


42,2760 


48,5864 


44,9168 


46,2672 


47,6376 


03 


36,0360 


87,2466 


88,4772 


39,7278 


40,9984 


42,2890 


43,5996 


44,9302 


46,2808 


47,6514 


04 


36,0480 


87,2588 


88,4896 


89,7404 


41,0112 


42,8020 


43,6128 


44,9436 


46,2944 


47,6652 


05 


86,0600 


87,2710 


88,5020 


39,7530 


41,0240 


42.8150 


48,6260 


44,9570 


46,3080 


47,6790 


06 


36,0720 


37,2882 


38,5144 


39,7656 


41,0368 


42,8280 


43,6892 


44,9704 


46,8216 


47,6928 


07 


36,0840 


37,2954 


88,5268 


89,7782 


41,0496 


42,8410 


43,6524 


44,9838 


46.3352 


47,7066 


08 


36,0961 


37,8077 


88,5393 


89,7909 


41,0625 


42,8541 


43,6657 


44,9973 


46,3489 


47.7205 


09 


36,1081 


87,8199 


88,5517 


89,8035 


41,0753 


42,8671 


43,6789 


45,0107 


46,3625 


47,7343 


10 


36,1201 


37,8821 


38,5641 


39,8161 


41,0881 


42,3801 


43,6921 


45,0241 


46,3761 


47.7481 


11 


86,1321 


37,3443 


88,5765 


39,8287 


41,1009 


42,8931 


43.7053 


45,0375 


46,3897 


47,7619 


12 


86,1441 


87,3565 


88,5889 


39,8413 


41,1137 


42.4061 


43.7185 


45,0509 


46,4033 


47.7757 


13 


86,1562 


37,3688 


38,6014 


39,8540 


41,1266 


42,4192 


43,7818 


45,0644 


46.4170 


47.7896 


U 


86,1682 


37,3810 


38,6138 


89,8666 


41,1394 


42,4822 


43,7450 


45,0778 


46.430G 


47,8034 


15 


36,1802 


37,3932 


38,6262 


39,8792 


41,1522 


42.4452 


43,7582 


45.0912 


46.4442 


47,8172 


16 


36,1923 


87,4055 


38,6387 


39,8919 


41,1651 


42,4583 


43,7715 


45,1047 


46.4579 


47,83 U 


17 


36,2048 


87,4177 


38,6511 


39,9045 


41,1779 


42,4713 


43.7847 


45,1181 


46,4715 


47,8449 


18 


86,2163 


37,4299 


38,6635 


39,9171 


41,1907 


42,4843 


43,7979 


45.1315 


46,4851 


47,8587 


19 


36,2284 


87,4422 


88,6760 


89,9298 


41,2036 


42,4974 


43,8112 


45,1450 


46,4988 


47,8726 


20 


36,2404 


37,4644 


38,6884 


89,9424 


41,2164 


42,5104 


43,8244 


45,1584 


46,5124 


47,8864 


21 


86,2524 


87,4666 


88,7008 


39,9550 


41,2292 


42,5234 


43,8376 


45,1718 


46,5260 


47,9002 


22 


36.2645 


37,4789 


38,7133 


39,9677 


41,2421 


42,5365 


43,8509 


45,1853 


46.5397 


47,9141 


28 


36,2765 


87,4911 


38,7257 


39,9803 


41,2549 


42,5495 


43,8641 


45,1987 


46,5533 


47,9279 


24 


86,2886 


87,5034 


38,7382 


39,9930 


41,2678 


42,5626 


43,8794 


45,2122 


46,5670 


47,9418 


25 


36,3006 


37,5156 


88,7506 


40,0056 


41,2806 


42,6756 


43,8906 


45,2256 


46,5806 


47,9556 


26 


36,3127 


37,5279 


88,7681 


40,0183 


41,2935 


42,5887 


43,9039 


45.2391 


46,5943 


47.9695 


27 


36,3247 


37.6401 


38,7755 


40,0309 


41,8063 


42,6017 


43,9171 


45.2525 


46,6079 


47,9833 


28 


36,3368 


87,5524 


38,7880 


40,0436 


41,8192 


42,6148 


43,9804 


45,2660 


46,6216 


47,9972 


29 


36,3488 


37,5646 


38,8004 


40,0562 


41,3320 


42,6278 


48,9436 


45,2794 


46,6352 


48,0110 


30 


36,8609 


37,6769 


38,8129 


40,0689 


41,3449 


42,6409 


43,9569 


45,2929 


46,6489 


48,0249 


31 


36,3780 


87,5892 


38,8254 


40,0816 


41,8578 


42,6540 


48,9702 


45,3064 


46,6626 


48,0388 


82 


86,3850 


37,6014 


38,8378 


40,0942 


41,3706 


42,6670 


48,9834 


45,3198 


46,6762 


48,0526 


88 


36,3971 


37,6187 


38,8503 


40,1069 


41,8835 


42,6801 


48,9967 


45,3338 


46,6899 


48,0665 


34 


36,4092 


37,6260 


38,8628 


40,1196 


41,3964 


42,6932 


44,0100 


45,3468 


46,7036 


48,0804 


85 


36,4212 


37,6382 


38,8752 


40,1322 


41,4092 


42,7062 


44,0282 


45,3602 


46,7172 


48,0942 


36 


36,4333 


37,6505 


38,8877 


40,1449 


41,4221 


42,7198 


44,0365 


45,3737 


46,7809 


48,1081 


37 


86,4454 


87,6628 


38,9002 


40,1576 


41,4360 


42,7324 


44,0498 


45,3872 


46,7446 


48.1220 


38 


36,4574 


37,6750 


38,9126 


40,1702 


41,4478 


42,7454 


44,0630 


45,4006 


46,7582 


48,1358 


89 


36,4695 


37,6873 


38,9251 


40,1829 


41,4607 


42,7685 


44,0763 


45,4141 


46,7719 


48,1497 


40 


86,4816 


37,6996 


38,9376 


40,1956 


41,4786 


42,7716 


44,0896 


45,4276 


46,7856 


48,1636 


41 


86,4937 


37,7119 


83,9501 


40,2088 


41,4865 


42,7847 


44,1029 


45,4411 


46,7993 


48,1775 


42 


86,5058 


37,7242 


38,9626 


40,2210 


41,4994 


42,7978 


44,1162 


45,4546 


46,8130 


48.1914 


43 


36,5178 


37,7364 


88,9750 


40,2336 


41,6122 


42,8108 


44,1294 


45,4680 


46,8266 


48,2052 


44 


36,5299 


87,7487 


38,9875 


40,2463 


41,5251 


42,8239 


44,1427 


45,4815 


46,8408 


48,2192 


45 


36,5420 


87,7610 


89,0000 


40,2590 


41,5380 


42,8370 


44.1560 


45,4950 


46,8510 


48,2330 


46 


86,5541 


37,7733 


39,0125 


40,2717 


41,5509 


42,8501 


44,1693 


45,5085 


46,8677 


48,2469 


47 


36,5662 


37,7856 


39,0250 


40,2844 


41,5638 


42,8632 


44,1826 


45,5220 


46,8814 


48,2608 


48 


36,5783 


37,7979 


89,0375 


40,2971 


41,5767 


42,8763 


44,1959 


45,5355 


46,8951 


48.2747 


ì" 


86,5904 


37,8102 


39,0500 


40,3098 


41,5896 


42,8894 


44,2092 


45,5490 


46,9088 


48,2886 



,1 6,2 


6,3 


6,4 


6,5 


6,6 




S235 


39.0625 


40,3225 


41,6025 


42,9025 


44,2225 




8348 


39,0750 


40.385S 


41,0154 


42.9156 


44,8358 




8471 


39,0875 


40,3479 


41,6233 


42.9287 


44,2491 




8591 


89,1000 


40,8606 


41,8412 


42,9418 


44,2624 




8717 


B9,iias 


40,3733 


41,6541 


42,9549 


44,2757 




88*0 


39,1250 


40.8860 


41,6670 


42,9680 


44.2890 




8963 


39,1375 


40,3937 


41,6769 


4ì,9eil 


44,3023 




9086 


39,1500 


40.4114 


41,6928 




44.3156 




9310 


39.1626 


40,42*2 


41.7058 


43,0074 


44,3290 




9333 


39,1761 


40,4369 


41,7187 


43,0205 


44,3423 




9456 


39.1876 


40,4496 


41,7316 


43.0336 


44,3556 




0579 


39.2001 


40.4623 


41,7445 


43.0467 


44.3689 




9703 


39.2126 


40.4750 


41,7574 


48,0598 


44,3822 




9826 


39.2252 


40,4878 


41,7704 


43,0730 


44,8956 




9B19 


39,2377 


40,5005 


41,7883 


43.0861 


44,4089 




0072 


39,2502 


40,5132 


41,7962 


43,0992 


44,4228 




0196 




40,5260 


41,8092 


43,1124 


44.4356 




0319 


39;27&B 


40,5387 


41,8221 


43.1255 


44,4489 




0H3 


39.2878 


40,5514 


41,8350 


43.1386 


44,4622 




05C6 


39,3004 


40,5642 


41,8480 


43,1518 


44,4756 




0699 


39,8129 


40,5769 


41,E609 


43.1649 


44,4889 




0812 


39,3254 


40,5896 


41,8788 


43.1760 


44,5082 




093S 


39,3380 


40,6024 


41,8868 


43,1912 


44.6166 




1059 


39,3503 


40.6151 


41,8997 


43,2013 


44,5289 




,1183 


89,3681 


40.6279 


41,9127 


43,2175 


44,5423 




,1306 


39,3736 


40,6406 


41,9256 


43,2806 


44.5556 




1430 


S9,38S2 


40,6534 


41,9386 


43.2438 


44,5690 




,1S5S 


39,4007 


40,6661 


41,9515 


43,2569 


44,5823 




,1677 


39,4133 


40,6789 


41,9645 


48.2701 


44,5957 




,1800 


39,4258 


40,6916 


41,9774 


43.2832 


44,6090 




,1934 


39,4384 


40,7014 


41 9904 


48,2964 


44.6324 




,2018 


39,4510 


40.7177 


42!0034 


43,3096 


44,6358 






39,4635 


40,7299 


42,0163 


43,3227 


44,6491 




'hih 


39,4761 


40,7427 


42,0298 


43.3359 


44,6625 




,2419 


39.48B7 


40,7555 


42,0428 


43.3491 


44,6769 




,2542 


39.5012 


40 7682 


42,0552 


43,3622 


44,6892 




,;£666 


39.5138 


4o;7810 


42,0682 


43,3754 


44,7026 




,2790 


39,5264 


40.7938 


42,0812 


43,3886 


44,7160 




,2918 


39.5389 


40,6065 


42,0911 


43,4017 


44.7298 




,8037 


39,6515 


40.8193 


42,1071 


43,4149 


44,7437 




,3161 


39.5641 


40,8321 


42,1801 


43,4281 


44,7561 




,3285 


89,5707 


40,8449 


42,1831 


43,4413 


44.7695 




,3409 


39.5893 


40,8577 


42,1461 


43,4545 






,3533 


39,6018 


40.8704 


42,1590 


43,4676 


44,7962 




,8658 


89,6144 


40,8832 


42,1720 


48,4808 


44,8096 




,3780 


39,6270 


40,8960 


42,1850 


43,4940 


44,8230 




,390* 


39,6396 


40,9088 


42.1980 


43.5072 


44,8364 




,4028 


39,6522 


40,9216 


42.2110 


43,5204 


44,8498 




,4152 


39,6648 


40,9344 


42.2240 


43.5836 


44,8638 




,4276 


39,6774 


40.9472 


42,2370 


43,5468 


44,8766 
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N.i 7,0 i 7,1 7,2 7,3 j 7,4 



7,5 7,6 



7,7 



7,8 



7,9 



00 
01 
02 
03 
04 

05 
06 
07 
08 
09 

IO 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

20 

21 
oo 

i 28 
24 



49,0000 
49,0140 
49,0280 
49,0420 
49,0560 

49,0700 
49.0840 
49,0980 
49,1121 
49,1261 

49,1407 
49,1541 
49,IG81 
49,1822 
49,1962 

49,2102 
49,2243 
49,2383 
49,2523 
49,2664 

49,2804 
49,2944 
49,3085 
49,3225 
49,3366 



25 49,3506 



2C 
27 
28 
29 

30 
81 
32 
33 
34 

35 
36 
37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

45 
46 
47 

48 
49 



49,3647 
49,3787 
49,3928 
49,4068 

49,4209 
49,4350 
49,4490 
49,4631 
49,4772 

49,4912 
49,5053 
49,5194 
49,5384 
49,5475 

49,5616 
49,5757 
49,5898 
49,6038 
49,6179 

49,6320 
49,6461 
49,6602 
49,6743 

49,6884 



50,4100 51,8400 

50,4242 51,8544 

50,4884 51,8688 

50.4526 51,8832 

50,4668 51,8976 

50,4810 51,9120 

50,4952 51,9264 

50,5094 51,9108 

50,5237 51,9553 

50,5879 61,9697 

50,5521 51,9841 

50,5663 51,9985 

50,5805 52,0129 

50,5948 52,0274 

50,6090 52,0418 

50,6232 52,0562 
50,6875 I 52,0707 
50,0517 I 52,0851 
50,6659 ' 52,0995 



i 63,2900 

I 53,8046 

53,3192 

53,8338 

53,3484 

53,3630 
53,3776 
58,8922 
53,4069 
53,4215 

53,4361 
53,4507 
53,4053 
58,4800 i 
53,4946 

53,5092 



53,5239 154,9971 

53,5385 55,0119 

53,5531 i 55,0267 

50,6802 52,1140 53,5678 55,0416 



50,6944 
50,7086 
50,7229 
50,7371 
50,7514 



50,7656 
50,7799 
I 50,7941 
50,8084 
50,8226 

50,8369 
50,8512 
50,8654 
50,8797 
50,8940 

50,9082 
50,9225 
50,9868 
50,9510 
50,9658 

50,9796 
50,9939 
51,0082 
51,0224 
51,0867 

51,0510 
51,0658 
51,0796 
51,0939 
51,1082 



52,1284 
52,1428 
52,1573 
52,1717 
52,1862 

52,2006 
52,27ol 
52,2295 
52,2440 
52,2584 

52,2729 
52,2874 
52,3018 
52,3163 
32,3308 

52,3152 
52,8597 
52,3742 
52,3886 
52,4031 

52,4176 
62,4321 
52,4466 
52,4610 
52,4756 

52,4900 
52.5045 
52,5190 
52,5335 
52,5480 



53,5824 
53.5970 
53,6117 
53,6263 
53,6410 



54,7600 56,2500 

54,7748 56.2650 

54,7896 56,2800 

54,8044 56,2950 

51,8192 56,3100 

54,8340 56.3250 

54,8488 56,3400 

54,8636 5é,3550 

54,8785 56,3701 

64,8933 56,3851 

64.9081 66.4001 

64,9229 56.4151 

64,9377 56,4301 

54,9526 56,4462 

54,9674 56,4602 

54,9822 56,4752 
56,4903 
56,5053 
56,5203 
56,5354 

55.0564 56,5504 
55,0712 56,6654 
56,0861 56,5805 
55,K09i 56,5955 
55,1158 56,6100 



53,6556 55,1806 



53,6703 
53,6849 
53,6996 
53,7142 

53,7289 
53,7436 
53,7582 
53,7729 
53,7876 

53,8022 
53,8169 
63,8316 
53,8462 
63,8609 

63,8756 
63,8903 
53,9050 
53,9196 
53,9343 

53,9490 
53,9637 
63,9784 
53,9931 
54,0078 



oo,14oo 
55,1603 
55,1752 
55,1900 

55,2049 
55,2198 
55,2346 
55,2495 
65,2644 

65.2792 
55,2941 
65,3090 
55,3238 
55,3387 

5o,8536 
55,3685 
55,3834 
55,3982 
65,4131 

55,4280 
65,4429 
55,4578 
55,4727 
55,4876 



56.6256 
56,6407 
56.6557 
56.6708 
56,6858 

56,7009 
56,7160 
56,7310 
66,7461 
66,7612 

56.7762 
56.7913 
56,8064 
56.8214 
56,8365 

56,8516 
56.8667 
56.8818 
56.8968 
56,9119 

56,9270 
56.9421 
56,9572 
66.9723 
56,9874 



57,7600 
0(,no2 
57,7904 
57,8056 
57,8208 

57,8360 
57,8512 
57,8664 
57,8817 
57,8969 

57,9121 
57,9273 
57,9425 
57.9578 
57.9730 

57,9882 
58,0035 
58,0187 
58,0339 
58,0492 

58,0644 
58.0796 
58,0919 
58,1101 
58,1264 

58,1406 
58,1559 
58,1711 
53.1864 
58,2016 

58,2169 
58,2322 
68,2474 
68,2627 
58,2780 

68,2982 
58,3085 
58,3238 
68.3390 
58,3543 

58,3669 
58,3849 
58,4002 
58.4154 
58,4307 

58,4460 
58,4613 
58,4766 
58,4919 
58,5072 



59,2900 
69,3054 
69,3208 
59,3362 
59.3516 

59,3670 
59,3824 
59,3978 
59,4133 
59,4287 

59,4441 
59,4595 
59,4749 
59,4904 
69,5058 

59,5212 
59,5367 
59,5521 
59,5675 
59,5830 

59,5984 
59,6138 
59,6293 
59,6447 
59,6602 

59,6756 
59,6911 
59,7065 
59,7220 
59,7374 

59,7529 
69,7684 
59,7838 
59,7993 
59,8148 

59,8302 
59,8457 
59,8612 
59,8766 
59,8921 

59,9076 
59,9231 
59,9386 
59.9540 
69.9695 

59.9850 
60,0005 
60,0160 
60,0315 
60,0470 



60,8400 
60,8556 
60,8712 
60,8868 
60,9024 

60,9180 
60,9336 
60,9492 
60,9649 
60,9805 

60,9961 
€1,0117 
61,0273 
61,0430 
61,0586 

61,0742 
61,0899 
61.1055 
61,1211 
61,1368 

61,1524 
61.1680 
61,1837 
61,1993 
61,2150 

61,2306 
61,2463 
61,2619 
61,2776 
61,2932 

61,3089 
61,3246 
61,3402 
61,8569 
61,3716 

61,3872 
61,4029 
61,4186 
61,4342 
61,4499 

61,4656 
61,4813 
61,4970 
61.5126 
61,5283 

61,5440 
61.5597 
61.5754 
61.5911 
61,6068 



62,4100 
62,4258 
62,4416 
62,4574 
62,4732 

62,4890 
62,5048 
62,5206 
62,5365 
02,5523 

62,5681 
62,5839 
02,5997 
62,6156 
62,6314 

62,6472 
62,6631 
62,6789 
62.6947 
62,7106 

62,7264 
62,7422 
62,7581 
02,7739 
62,7898 

62,8056 
62,8215 
62,8373 
62,8532 
62,8690 

62,8849 
62,9008 
62,9166 
62,9325 
62,9484 

62,9642 
62,9801 
62,9960 
63,0118 
68,0277 

63,0436 
63,0595 
63.0754 
63,0912 
68,1071 

63,1230 
63,1389 
63,1548 
63,1707 
63,1866 
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62.5770 


54.0372 
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68.5378 
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56.3328 
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51,2083 
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!85 


61,2518 


62,6981 


54,1519 
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60.2486 
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67,1990 
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61,8268 


63,4094 
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55,7113 


57,2141 


58,7369 
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01.8125 


68.1253 
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61.8872 


62,7803 


54.2482 
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58,7522 
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■61.8583 
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54,2580 


55,7412 


57,3144 


58.7676 
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61,8740 


63,1572 
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61,3659 


52.8098 


54,2727 


55,7561 


67.2593 


58.7829 


60.3363 


61.8897 


63.4781 
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51,3802 


53,8238 


51,2874 


55.7710 


57.2746 


38.7982 


60,3419 


61.9064 


63.4890 
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51,8946 


53.S3E4 


64,30^2 
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68,8136 
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i3 
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Ì9 
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17 
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0.99073 59 
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!2 
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11 
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0.99919 68 
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BO 
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33 
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1.69 


0,99217 20 


31 11 
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51 
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2 40 
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62 
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0.99941 08 
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G6 
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3 72 




85 


131 91 


1,96 
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41 
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J9 
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SI 09 
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52 
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85 
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0.99552 48 
0.99571 95 
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Si 
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67 
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0.99608 58 
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S7 
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SI 
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70 
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81 
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3,6! 


0.99931 12 
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0,99983 15 
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49 
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28 
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0.99984 94 






26 
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0.99935 78 
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75 
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43 
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24 
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71 
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41 


2.91 
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23 


2.72 
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67 


2.82 
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38 


2.92 
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22 


2.73 


0.99988 70 


63 


2.83 


0.99993 72 


87 


2.93 


0.99996 58 


21 


2.74 


0.99989 83 


61 


2.84 


0.99994 09 


34 


2.94 


0.99996 79 


19 


2.75 


0.99989 94 


57 


2.85 


0.99994 48 


33 


2.95 


0.99996 98 


18 


2.76 


0.99990 51 


54 


2.86 


0:99994 76 


31 


2.96 


0.99997 16 


17 " 


2.77 


0.99991 05 


51 


2.87 


0.99995 07 


29 


2.97 


0.99997 83 


17 


2.78 


0.99991 56 


48 


2.88 


0.99995 86 . 


27 


2.98 


0.99997 50 


15 


2.79 


0.99992 04 


46 


2.89 


0.99995 63 


26 
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Tavola III. 






Valore dell' integrale © (0 espressi in funzione di - , 

r 

cioè preso per unità l'errore probabile. 



P 


^(t) 


Difr. 


t 

P 


e(t) 


Diff. 


P 


®w 


Din. 


t 

~ 


0(0 


Diff. 


0,00 


0,00000 


968 


0,40 


0,21268 


519 


0,80 


0,41052 


465 


1,20 


0,68171 


387 


0,01 


0,00538 


538 


0,41 


0,21787 


517 


0,81 


0,41517 


462 


1,21 


0,58558 


384 


0,02 


0,01076 


538 


0,42 


0,22304 


517 


0,82 


0,41979 


461 


1,22 


0,58942 


383 


0,03 


0,01614 


538 


0,43 


0,22821 


515 


0,83 


0,42440 


459 


1,23 


0,59326 


380 


0,04 


0,02152 


538 


0,44 


0,23336 


515 


0,84- 


0,42899 


458 


1,24 


0,59705 


378 


0,05 


0,02690 


538 


0,45 


0,23851 


518 


0,85 


0.43857 


456 


1,25 


0,60083 


377 


0,06 


0,03228 


538 


0,46 


0,24364 


512 


0,86 


0,43813 


454 


1,26 


0,60460 


373 


0,07 


0,03766 


587 


0,47 


0,24876 


512 


0,87 


0,44267 


452 


1,27 


0,60833 


372 


0,08 


0,04303 


537 


0,48 


0,25388 


510 


0,88 


0,44719 


450 


1,28 


0,61205 


870 


0,09 


0,04840 


538 


0,49 


0,25898 


509 


0,89 


0,45169 


449 


1,29 


0,61575 


867 


0^0 


0,05378 


536 


0,50 


0,26407 


508 


0,90 


0,45618 


440 


1,30 


0,61942 


366 


0,11 


0,05914 


537 


0,51 


0,26915 


506 


0,91 


0,46064 


445 


1,31 


0,62308 


363 


0,12 


0,06451 


586 


0,52 


0,27421 


506 


0,92 


0,46509 


448 


1,32 


0,62671 


361 


0.13 


0,06987 


536 


0,53 


0,27927 


504 


0,98 


0,46952 


441 


1,83 


0,63032 


359 


0,U 


0,07523 


536 


0,54 


0,28431 


508 


0,94 


0,47393 


439 


1,84 


0,63391 


856 


0,15 


0,08059 


585 


0,56 


0,28934 


502 


0,95 


0,47822 


488 


1,35 


0,63747 


355 


0,16 


0,08594 


585 


0,56 


0,29436 


500 


0,96 


0,48270 


485 


1,86 


0,64102 


852 


0,17 


0,09129 


534 


0,57 


0,29936 


499 


0,97 


0,48705 


484 


1,37 


0,64454 


850 


0,18 


0,09663 


534 


0,58 


0,30435 


498 


0,98 


0,49139 


431 


1,38 


0,64804 


848 


0.19 


0,10197 


534 


0,59 


0,30933 


497 


0,99 


0,49570 

• 


430 


1,39 


0,65152 


346 


0,20 


0,10731 


533 


0,60 


0,31430 


495 


1,00 


0,50000 


428 


1,40 


* 

0,65498 


348 


0,21 


0,11264 


582 


0,61 


0,31925 


494 


1,01 


0,50428 


425 


1,41 


0.65841 


841 


0,22 


0,11796 


532 


0.62 


0,32419 


492 


1,02 


0,50853 


424 


1,42 


0.66182 


339 


0,23 


0,12328 


532 


0,63 


0,82911 


491 


1,03 


0,51277 


^22 


1,48 


0,66521 


337 


0,24 


0,12860 


581 


0,64 


0,83402 


490 


1,04 


0,51699 


420 


1,44 


0,66858 


335 


0,25 


0,18391 


530 


0,65 


0,83892 


488 


1,05 


0,52119 


418 


1,45 


0,67198 


333 


0.26 


0.18921 


580 


0,66 


0,84380 


486 


1,06 


0,52537 


415 


1,48 


0,67526 


330 


0,27 


0,14451 


529 


0,67 


0,34866 


486 


1,07 


0,52952 


414 


1.47 


0,67856 


328 


0,28 


0,14980 


528 


0,68 


0,35352 


488 


1,08 


0,53366 


412 


1,48 


0,68164 


326 


0,29 


0,15508 


527 


0,69 


0,35835 


482 


1,09 


0,53778 


410 


1,49 


0,68510 


823 


0,30 


0,16035 


527 


0,70 


0,36817 


481 


1,10 


0,54188 


407 


1,50 


0,68833 


322 


0,31 


0,16562 


526 


0,71 


0,36798 


479 


1,11 


0,54595 


406 


1,51 


0,69155 


319 


0,32 


0,17088 


526 


0,72 


0,87277 


478 


1,12 


0,55001 


403 


1,52 


0,69474 


817 


0,33 


0,17614 


524 


0,73 


0,37755 


476 


1,13 


0,55404 


402 


1,58 


0,69791 


315 


0,34 


0,18138 


524 


0,74 


0,38281 


474 


1,14 


0,55806 


399 


1,54 


0.70106 


813 


0,85 


0,18662 


528 


0,75 


0,88705 


473 


1,15 


0,56205 


397 


1,55 


0,70419 


310 


0,36 


0,19185 


522 


0,76 


0,89178 


471 


1,16 


. 0,56602 


396 


1,56 


0,70729 


309 


0,37 


0,19707 


522 


0,77 


0,89649 


469 


1,17 


0,56998 


398 


1,57 


0,71038 


806 


0,38 


0,20229 


520 


0,78 


0,40118 


468 


1,18 


0,57391 


391 


1,58 


0,71344 


304 


0,39 


0,20749 


519 


0,79 


0,40586 


466 


1,19 


0,57782 


389 


1,59 


0,71648 


801 



A 



' ''i 
Si 



. '4 



^%-7) 






<SÌ 



Vi 



t 


6(0 


Din. 
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P 


i,eo 


0.71949 


300 


2,10 


0,84335 


196 


3,80 


0,92051 


115 


3.1 


1,61 


0,73349 


297 


s,u 


0.84531 




2,61 


0,92166 


114 


3.1 


i,ea 


0.73546 


295 


2,12 


0,84726 


193 


2.62 


0,92280 


112 


3,1' 


1,63 


0,73841 


293 


3,13 


0,81919 


190 


2,63 


0,99392 


tu 




l,6t 


0,78134 


291 


2,14 


0,85109 


189 


2.64 


0,92603 


110 


3Ì1 


ìfih 


0,73435 


339 


2,15 


0.853B8 


188 


2,65 


0,92i!l3 


108 


3.1 


1,66 


0,73714 


286 


2.16 


0,85486 


136 


2,66 


0.92721 


107 




1,67 


0.74000 


285 


2,17 


0,8.i671 


183 


3,67 


0,93838 


106 


3.1 


1,68 


0,74385 


282 


2,18 


0,85854 




2,68 


0,92934 




3,1 




0.74587 


280 


2,19 


0,86036 


180 


2,69 


0,93038 


103 


3.1 


1,70 


0,74847 


277 


2.30 


0,36216 


178 


^■I** 


0,93141 


103 


8.2. 


1,71 


0.75194 


276 


3,21 


0,86894 


176 




0.93343 


101 


8,2 


1,72 


0.75400 


274 


2,22 


0,86670 


175 


3!72 


0,93344 


99 


3.2 


1,73 


0.75674 


271 


2.23 


0,86745 


172 


2,73 


0,93443 


98 


3,9 


1,74 


0.75945 


269 


2,24 


0,86917 


171 


2.74 


0,93541 


97 


8,2 


1,75 


0,76314 


367 


3,26 


0,87088 


170 


2,75 


0,93638 


96 


3,2 


1,76 


0,78491 




2,36 


0,87358 


167 




0.93734 


94 




1.77 


0,76746 


363 


2.37 


0,87435 


166 


i\n 


0,93828 


94 


s;2 


1,78 


0,77009 


SRI 


2,28 


0,87591 


164 




0,93932 


93 


8.2 


1,79 


0,77270 


258 


3,29 


0,87755 


163 


2,79 


0.94014 


91 


3,2 


1,80 


0,77528 


357 


2,30 


0,87918 


160 


3,80 


0.94105 


90 


3,3 


1,B1 


0,77785 


254 




0,88078 


159 


2,81 


0,94195 




ZA 


1.3i 


0,78039 


252 


2:32 


0.88287 


158 


9,82 


0.94284 


87 




1.33 


0.78291 


251 


2.33 


0,88396 


155 


3.83 


0,94371 


37 




1,84 


0.7B543 


248 


2,34 


0,88550 


155 


2,84 


0,94458 


85 


3.3 


1,85 


0.7879O 


346 


2.35 


0.38705 


163 


2.S5 


0,94543 


B-t 


33 


1,86 


0.79038 


244 


3,36 




161 


2,86 


0,91627 


31 


■i's 




0,79380 


343 


2.37 




U9 


3.87 


0,94711 


83 


3,3 


i'bs 


0,79522 


339 


2.38 


0,89157 


147 




0.94793 


81 


3.3 


1,89 


0.79761 


238 


2.39 


0,89304 


146 


3;89 


0,94874 


80 


3,3 


1,90 


0,79999 


236 


2,40 


0,89450 


145 


2,90 


0.949S4 


79 


3.4 


1.91 


0.80335 


234 


2.41 


0,89.>95 


143 


2,91 


0,95083 


78 


8,5 


1.92 


O.8046O 


331 


3,42 


0,89738 


141 


2.92 


0.95111 


76 


3,6 


1.93 


0,80700 




2,4H, 


0,89879 


140 


2,98 


0,05187 


76 


3,7 


1,94 


0,80980 


328 


2,44 


0,90019 


13S 


3.94 


0,95363 


75 


3,3 


1.8S 


0,81158 


225 


3.45 


0,90157 


136 


■',95 


0,95338 


74 


3.9 


1.96 


0,81388 


324 


2.46 


0.90293 


1E5 


2^96 


0,95412 


73 


4,0 


1,97 


0.81607 


221 


3.47 


0,90428 


134 


3,97 


0,95485 


72 




!,S8 


0,81828 


220 


2.4B 


0,90589 


133 


2,98 


0,95557 




4Ì2 


1,99 


0,82048 


218 


3.49 


0,90694 


131 


2.99 


0,95628 


70 


4,3 


3,00 


0,82266 


315 


2.50 


0,90825 


128 


3.00 


0.95698 


69 


i,* 


2,01 


0,83481 


S14 


2,51 


0,90964 


128 


3,01 


0.95767 


68 


4.5 


2,02 


0,82ii95 


212 


2,63 


0,91082 


126 


3.03 


0,95835 


67 


4.6 


£,03 


0,82907 


310 


2,58 


0.91208 


134 


3,03 


0,95902 




4,7 


2,04 


0,33117 


207 


2,54 


0,91332 


12* 


3,04 


0,95968 


65 


4,8 


2,06 


0.83324 


208 


2,56 


0,91456 


122 


3,05 


0.96033 


66 


4.9 


2,06 


0,83530 


204 


2,56 


0,91378 


120 


3.06 


0,98098 




5.0 


2.07 


0,83734 


203 


2,67 


0,91698 


119 


3.07 


0.96161 


63 




3,08 


0,839SS 


201 


3,58 


0.91817 


118 


3,08 


0,9IÌ324 


62 




2,09 


0.84137 
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3,69 


0,91935 
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3.0» 


0.96286 
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